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경계를 가지는 공간에서의 효율적 공 채우기

문제

이재우 (천안동성중학교 2학년)

장우진 (문정중학교 2학년)

조인록 (한솔중학교 2학년)

지도교수 : 고영우 (공주대학교 수학교육과)

초록

이 논문에서 우리는 경계를 가지는 공간에서 효율적으로 공을 채우는 방법을 연구하였다.

경계를 가지지 않는 무한한 공간에서 공을 쌓는 문제는 케플러 추측이라 불리며, 이 때 효

율적으로 공을 쌓는 방법은 공의 기하학적 성질에만 의존한다. 그러나 유한한 공간에서는

필연적으로 그 공간이 경계를 가질 수 밖에 없고, 이 때 효율적으로 공을 쌓는 방법은 공의

기하학적 성질 뿐만 아니라, 경계의 크기와 모양에도 영향을 받는 훨씬 더 복잡한 문제가

된다.

우리는 먼저 2차원에서 원을 직사각형 영역에 효율적으로 채우는 방법부터 연구하려 한

다. 이를 위해 경계의 조건을 세부화하고, 그 각각의 경우에 따라 공을 채우는 새로운 방법

을 제시할 것이다.

Ⅰ. 연구의 필요성 및 목적 

일상에서 바구니에 최대한 많은 물건을 담으려고 애를 써 본 경험은 누구에게나

있을 것이다. 이처럼 제한된 공간에 최대한 효율적으로 물건을 쌓으려는 시도는 실

생활에서 너무나 자주 일어나는 중요한 문제이다. 어떠한 방식이 가장 효율적인가

하는 이런 실생활의 중요한 문제는 수학적으로도 당연히 중요한 문제로 취급되었으

며, 그동안 많은 이론적 시도가 있었다. 그러나 이 문제는 생각보다도 훨씬 어려운

문제이며, 수학적으로 실제 해결된 것은 무한한 공간에서의 효율성을 계산해보는,

이상적인 상황을 가정한 상태에서만 이루어졌다.

그러나 효율적으로 물건을 쌓는 문제에서, 바탕이 되는 공간에 경계가 존재한다

는 가정은 매우 현실적이고 자연스러운 조건이다. 그렇지만 이는 문제를 몹시 복잡

하게 만드는데, 이 경계의 모양이나 크기가 우리가 원하는 효율성에 변화무쌍한 효

과를 주기 때문이다. 이는 쌓으려고 하는 물건 자체의 기하학적 성질과 맞물려 매

우 많은 상황들을 만들어낸다. 따라서 우리는 모든 경우를 완벽하게 다 다룰 수 없

으나, 가장 기본적이고 특별한 경우에 대해 효율적 물건 쌓기의 방법이 어떻게 달

라지는지를 검토할 예정이다.
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Ⅱ. 이론적 배경

공 채우기 문제는 오랜 역사를 가진 수학 문제이다. 1611년, 독일의 천문학자 요

하네스 케플러는 공을 가장 조밀하게 쌓는 방식에 대한 추측을 내놓았다. 상자가

주어져 있고, 그 안에 똑같은 크기의 단단한 공을 가능하면 많이 넣으려고 한다. 이

때 공을 어떻게 배열해야 가장 밀도 높은 배열을 얻을 수 있을까? 먼저 문제를 단

순화시켜, 공의 반지름은 1이라고 가정하자. 이때, 상자의 크기와 모양에 따라 답은

각각 제각각이 될 것이다.

따라서 쉬운 상황을 먼저 고려해보자. 상자의 크기를 무한히 크다고 가정하고, 2

차원에서 동전을 가장 밀도 높게 배열하여 평면을 채우는 시도를 해보자. 이 때, 우

리는 [그림1]과 같은 두 가지의 방법을 먼저 떠올릴 수 있을 것이다.

[그림1]

[그림1]에서, 동전 사이사이에 동전으로 덮이지 않는 영역을 가능하면 줄여야 밀

도가 높은 배열이라 할 수 있을 것이다. 그렇다면 전체 영역에서 동전이 덮는 영역

의 넓이를 비율로 나타내보면, 동전이 얼마나 효율적으로 배치되었는지를 비교할

수 있게 된다. 즉, 다음과 같이 밀도를 정의하자.

이제 [그림1]의 배열에서, 사각형 형태의 배열과 육각형 형태의 배열의 밀도는 다

음과 같이 간단히 구할 수 있다.

[정의1]

배열의밀도 단위공간의넓이

단위공간당동전이차지하는넓이

배열의 밀도

정사각형 형태 배열 


= 약 78.54%

정육각형 형태 배열 


= 약 90.69%
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위의 계산에서 우리는 자연스럽게 육각형 형태의 배열이 2차원 무한 공간에서 가

장 밀도가 높은 배열이라고 생각할 수 있으나, 하지만 이것이 정말로 최선이라는

것을 증명하는 것은 생각보다 어렵다. 동전을 배열하는 무한히 많은 방법을 서로

비교하는 일이 간단하지 않기 때문이다. 이 사실에 대한 증명은 19세기 말 Axel

Thue에 의해 얻어졌다.

다음으로 우리는 3차원 무한 공간에서 균일한 크기의 공을 효율적으로 쌓는 방법

도 생각해 볼 수 있다. 먼저 1층은 2차원에서 채웠던 대로 육각형 형태로 공들을

배열하고, 2층은 세 개의 공이 만나는 움푹 파인 곳에 공을 두는 방식으로 새로운

층을 쌓을 수 있을 것이다. 이는 일상 생활에서도 많이 쓰는 방식이다. 이렇게 공을

쌓았을 때, 공간의 부피 중에서 공의 부피가 차지하는 부피의 비율은 


, 즉 대

략 74.05%로 구해지게 된다. 이것이 3차원 무한 공간에서 얻을 수 있는 가장 높은

밀도라는 것이 케플러의 추측이다. 그러나 이렇게 직관적으로 당연해보이는 사실은

거의 400년이나 지나서야 Tomas Hales에 의해 증명이 되었다.

또한, 이 문제를 고차원으로 우리의 사고를 확장해 볼 수 있는데, 4차원 무한 공

간에서 Viazovska가 이 문제를 해결하였고, (Viazovska는 이 공로로 2022년에 필즈

메달을 수상하였다.) 또한 비슷한 방법으로 24차원의 무한 공간에서

Cohn-Kumar-Miller-Radchenko-Viazovska가 이 문제를 해결하였다.

Ⅲ. 연구 방법 및 결과

이제 우리는 경계를 가지는 공간에서 공을 채우는 문제를 생각해보자. 무한한 공

간에서의 밀도 최적화 문제도 많은 분야에서 활용되지만, 실제 생활 속의 문제는

공간이 유한한 경우가 대부분이다. 당장, 박스에 공을 담아 이동하는 경우만 생각해

도, 경계를 가지는 공간에서 이 문제를 생각하는 것은 매우 자연스럽다.

처음부터 복잡한 경우를 다루기는 어려우니, 우리는 우선 2차원에서 직사각형 모

양의 바구니에 공을 담는 방법을 생각해보겠다. 예를 들어, 아래 [그림2]와 같이 극

단적으로 가로의 길이가 짧은 상황에서는 육면체 모양의 쌓기보다 정사각 모양 쌓

기가 유리할 수 있다.
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[그림2]

<경우1> 먼저, 2차원 상자의 가로의 길이를 이라 해보자. 한 줄에는 반지름이

1인 원이 최대 개가 들어갈 수 있을 것이다. 이 때, 정사각형 형태의 배열의 밀도

는 달라지는 것이 없다. 그러나 정육각형 형태의 배열은 양 쪽 경계에서 밀도에 손

해를 보게 된다. 가로의 길이를 에 따라 손해를 보는 비율은 달라지게 되는데, 어

느 정도의 길이에서 두 쌓기의 밀도 효율이 역전이 일어날까? 이는 실생활에서 매

우 많이 등장하는 질문이다.

[그림3]

이 질문에 답하기 위해, 높이를 단위 길이로 설정하자. 두 경우 다 가로의 길이는

같으므로 높이의 비율은 바로 넓이이 비율과 같아진다. 정사각형 형태 배열에서는

단위 높이가 4이고, 이 공간 사이에 배열되는 공의 개수는 모두 개이다. 정육각형

형태 배열에서는 (정사각형의 높이 공식에 의해) 단위 높이가  이며, 공간 사이

에 배열되는 공의 개수는  개다. 이를 종합하면 다음과 같다.

에 따른, 포함되는 공의 갯수

/ 단위 공간의 넓이
배열의 밀도

→∞ 일 때,

밀도의 극한값

정사각형 형태 배열 









정육각형 형태 배열  

 
 

  
 


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즉, 정육각형 형태의 배열이 정사각형 형태의 배열의 효율을 앞서게 되는 가로의

길이는  

 
 


의 부등식을 풀면 되고, 이 때의 값은    


= 약 3.732

이다. 이 때 경계의 가로의 길이는 정수로 가정하였으므로,  ≥ 일 때부터 정육각

형 형태가 더 좋은 효율을 가지게 된다. 즉, 무한 공간에서 이론적으로 알고 있는

사실과는 다르게, 값이 충분히 크지 않을 때는 효율의 역전 형상이 일어난다는 것

을 보여준다.

한 편, 정육각형 형태 배열에서 →∞를 취하면, 무한 공간에서의 케플러 문제의

경우과 같은 밀도인 


가 나온다는 것을 알 수 있다. 즉, 값이 커진다는 것은

공간이 점점 무한 공간과 비슷해진다는 이야기이고, 이 때 경계가 공의 밀도의 효

율에 미치는 영향은 점점 약해진다는 것을 보여준다.

<경우2> 다음 질문은, 상자의 가로의 길이가 정확하게 으로 떨어지지 않는

경우를 고민해 볼 수 있다. 이 질문은 앞의 질문보다 더욱 현실적인데, 보통의 경

우, 상자의 길이는 공의 지름의 정수배로 정확하게 떨어지지 않기 때문이다. 이제,

상자의 가로의 길이를       라고 두자.

<경우2-1>    ≤  일 때.

[그림4]

이 때는 정사각형 형태 배열을 사용하면, 상자에 빈 공간이 발생한다. ([그림4]의

첫 번째) 그러나 정육각형 배열을 사용하기에는 여분의 공간이 충분하지 않은 경우

이다. 이 경우 우리는 두 가지 나은 시도를 할 수 있는데, 충분히 정육각형이 되지

않더라도 조금씩 공을 옆으로 밀어보는 경우와, ([그림4]의 두 번째) 또는 각 공의

길이를 균등하게 공간을 띄우는 경우이다. ([그림4]의 세 번째) 두 가지 시도는 모

두 쌓인 공의 높이를 낮추는 효과를 얻을 수 있다. 우리는 이 두 가지 방법을 비교

하여 분석해보겠다.
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[그림5]

첫 번째 방법은, [그림5]의 첫 번째 그림의 작은 삼각형을 관찰해보면, 이 삼각형

의 빗변은 2, 그리고 밑변은      이다. 따라서, 이 삼각형의 높이는 피타고

라스 정리에 의해    이 된다. 그러므로, 기준 높이는    이고, 이 높이에

공은 모두 개가 들어간다.

[그림6]

[그림6]의 두 번째 방법은, 여분의 공간 를 각각의 공 사이에 균등하게 적용시켰

으므로, 같은 줄의 공과 공 사이의 거리는   


이 된다. (이 때, 항상  ≥ 라고 가

정한다.) 따라서, 왼 쪽 그림의 작은 삼각형은, 밑변의 길이가    


이고, 빗변의

길이가 2인 이등변 삼각형이다. 이 삼각형의 높이는 

   




 



이다. 따

라서 기준 높이는 

  




 



이고, 이 높이에 공은 모두  개가 들

어간다.

따라서, 두 방법의 효율을 정리하면 다음과 같다.

과  따른, 포함되는 공의 개수 /

단위 높이
밀도
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변수가 과 이기 때문에, 이 두 개의 변수에 고려하여 두 배열의 효율을 비교하는

계산은 간단하지 않다. 따라서, 각각의  ≥ 에 대하여 계산을 수행하여 보자. 아래

에서, 두 값의 크기를 계산의 편의를 위해, “효율” 값을 (공의 개수×2 / 단위 높이)

의 제곱으로 정의하여 제곱급을 없애보자. 그러면 본질적으로 두 번째 형태 배열이

첫 번째 형태 배열보다 우수할 때의 의 범위는 다음과 같은 에 대한 이차 부등

식의 형태를 얻는다.


  




  




  



 

이 이차 부등식은 각각의 값과 값에 따라 정확히 풀 수 있으나, 우선 고정된 

값에 대해 각각 값의 범위를 계산해서 일반적인 아이디어를 얻어보기로 하자.

계산의 결과를 보면, 값이 증가할수록 각 배열 형태의 효율 값의 분자 부분은 거

의 유사한 값으로 수렴하는데, 분모 부분은 1보다 작은 에 대해 차이가 점점 벌어

진다. 즉, 가 충분히 작을 때 첫 번째 방식의 분모는 4에 가깝고, 두 번째 방식의

분모는 3에 가깝다. 이는 효율 값에서 어마어마한 차이를 내며, 값이 증가할수록

첫 번째

형태 배열
  


  




두 번째

형태 배열
   

  




 



   

  




  



의 값
첫 번째 형태

배열의 효율
두 번째 형태 배열의 효율

첫 번째 < 두 번째 일

때의 양수  범위

2 
  



    


의 범위 없음

3 
  



   


의 범위 없음

4 
  



   


약     

5 
  



   


약     

6 
  



   


약     

⋮ ⋮ ⋮ ⋮

101 
  



   


약     

⋮ ⋮ ⋮ ⋮

1001 
  



   


약     
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두 번째 방식의 효율이 압도적으로 증가하게 된다. 식에서 볼 수 있듯이, 상당히 큰

값에 대해서는 대부분의 에서 두 번째 방식이 효율이 좋음을 알 수 있다. 반대

로, 크지 않은 값에서는 첫 번째 방법이 항상 우월하거나, 두 방식이 경합한다는

것을 확인할 수 있다.

2)      일 때.

이 경우, 두 번째 방법은 앞과 같은 방식으로 식이 세워진다. 즉, 두 번째 방법의

밀도는 여전히    

  




  



이다.

[그림7]

첫 번째 방법의 경우, [그림7]에서 확인할 수 있다시피, 정삼각형 배열에서 조금

더 여유를 가지는 형태로 변화한다. 이 때, 같은 줄과 공과 공 사이의 거리는

 

  
이다. 또한, 피타고라스 정리에 의해, 높이는 


  

  
 

  

이다.

이 안에 공이 개가 들어간다. 즉, 이때의 밀도는 

  

  
 

  

이다.

이제, 첫 번째 방법이 두 번째 방법보다 효율이 좋을 때의 방정식은, 양 방법의

밀도를 제곱하여 정리하면

   




 



       

  
 

  


이다. 이를 에 대한 2차 부등식으로 정리하면,

 

 


 

 

   
 

 

 

 

 


  

  

  

  

     
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이고, 이를 다시 간단하게 정리하면

           

이다. 이 2차 방정식의 두 근은   

 
  ±    이고, 이

는 둘 다 음수 해이다. 즉, 양수인 에서는 위의 부등식이 항상 성립하지 않는다.

즉, 두 번째 방법이 항상 더 효율이 좋다고 말할 수 있다.

이는, 각 층에 항상 같은 개수의 공을 쌓으려고 하는 것보다는, 각 층마다 공의

개수를 하나씩 빼주어 지그재그로 배열하는 것이 더 낫다는 것을 의미한다. 이는

두 경우    ≤ 와     에서 공통적으로 보여지는 경향이라는걸 확인할 수

있다. (물론,    ≤  경우에서는 폭이 극단적으로 좁은 경우에 한해 첫 번째 방식

이 더 효율적인 경우도 있었다.)

Ⅳ. 결론 및 제언

이 논문에서 우리는 경계를 가지는 공간에서 효율적으로 공을 채우는 방법을 연

구하였다. 특히, 2차원에서 원을 직사각형 영역에 효율적으로 채우는 방법을 집중적

으로 탐구하였으며, 이를 위해 경계의 조건을 세부화하였다. 또한, 각각의 경우에

따라 여러 가지 방법들의 우열을 판단할 수 있는 계산 근거를 마련하였다.

이 결과로써, 제한된 폭을 가지는 바구니에 공을 담을 때, 각 층에 배열하는 공의

개수를 지그재그로 하나씩 차이를 두어 배치하는 것이, 모든 층에 같은 개수의 공

을 배열하려고 하는 시도보다 대부분의 경우에서 더 나은 경향을 보인다는 사실을

확인할 수 있었다. (물론 폭이 매우 좁은 경우는 성립하지 않을 수 있다.)

이는 실제로 최적화된 방식일 것이라고 여겨지나, 이 배열이 가능한 모든 배열들

중 최선이라는 수학적 증명은 참고문헌을 보다시피 매우 어려운 문제이다. 따라서

이 논문에서는 중등 사사 과정의 한계를 인정하고, 최적의 방법이라 여겨지는 몇

가지 방식들을 비교하고 분석하는 선에서 마무리하였다.
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한국 프로스포츠에서의 승률 예측 공식

김도형 (청주중학교 3학년)

지도교수 : 박영희 (청주교육대학교 수학교육과)

다양한 목적으로 프로스포츠의 승률을 예측하기 위한 공식으로 피타고라스 정리가 사용되

어왔다. 이 공식은 팀의 득점수와 실점수의 지수를 조절하여 정확도를 높인다. 이 공식은

리그마다, 경기 종목마다 최적의 지수값이 달라지는데, 본 연구에서는 한국 프로 야구, 프로

농구의 최적 지수값을 찾는다. 

롯데 자이언츠 1982~2023년도 기록, 안양 KGC의 10-11시즌 ~ 22-23시즌 기록, 

22-23시즌 프로농구 전체 팀의 기록을 사용하여 각 데이터의 최적 지수값을 찾았다. 그

결과 년도별 예측 승률과 실제 승률의 오차 제곱의 총합이 낮게 나타났다. 본 연구에서는

기존 연구를 보완하여 승률 예측 과정에 전년도 승률을 반영하여 오차를 더욱 줄일 수 있도

록 하는 공식을 적용하였다. 이 방법에서는 기존보다 더욱 낮은 오차를 얻었다.

Ⅰ. 서론

프로스포츠 경기를 보던 중 승률을 예측하여 다양한 용도로 활용할 수는 없을까

생각하였다. 그러던 중 야구의 승률을 예측하는 야구의 피타고라스 정리라는 방법

을 알게되었다. 이 공식에서 득점값과 실점값의 지수를 조절하여 승률을 보다 정확

하게 예측하려하였다.

또한 지수만을 조절하는 기존 형태와 달리 전년도 승률을 반영하여 승률을 예측하

도록 하였다. 전년도 실제 승률과 야구의 피타고라스 정리를 사용한 당해년도 예측

승률을   로 내분하는 값으로 승률을 구하였다.  의 값이 클수록 실제 승률이 전

년도 승률보다는 공식을 통한 예측승률에 더 가깝다는 의미이다. 이때 오차가 최소

가 되는 최적 값을 구해 야구의 승률에 전년도의 승률이 반영되는 정도를 알고자

하였다.

Ⅱ. 이론적 배경

야구의 피타고라스 정리에서 예측승률()은 아래와 같이 득점(RS), 실점(RA)로

표현된다.

     

 
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이 공식에서는 더욱 정확한 예측을 위해 득점값과 실점값의 지수를 조절해야 하는

데, 이를 통해 예측의 오차를 줄이는 것이 본 연구의 목표이다.

또한 스포츠 리그에서 선수의 구성, 감독과 코치진의 구성은 바로 다음 시즌에는

상대적으로 크지 않은 변동이 있다. 따라서 전년도의 승률을 반영하여 더욱 정확하

게 승률을 예측하고자 하였다.

Ⅲ. 연구 방법

1. 사용한 프로그램

Python을 이용하여 각 경우의 오차 제곱의 총합을 계산하고, 데이터를 시각화하였

다. Matplotlib, csv, numpy 라이브러리를 사용했으며, 코드를 쉽게 공유하기 위해

google colaboratory 환경에서 연구를 진행하였다.

1-1. 알고리즘

기존 연구에서 밝혀진 최적 지수(야구에서 약 2, 농구에서 약 16) 근처의 값에서

지수값을 0.01씩 변화시키며 오차 제곱의 총합을 구하였고 이를 matplotlib를 통해

꺾은선 그래프로 나타내었다. 이를 통해 오차 제곱의 총합이 최소인 최적지수를 구

하였다.

또한 전년도 승률을 반영한 방법에서는 그렇게 구한 최적지수값에서 c값을 변화시

키며 최적 c 값을 구해 위와 같은 방법으로 꺾은선 그래프로 나타내었다.

1-2. 소스코드

- 롯데 자이언츠 데이터를 불러오는 소스코드 일부

import csv

import matplotlib.pyplot as plt

import numpy as np

f = open('anyang.csv', encoding='utf-8')

data = csv.reader(f)

..........
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-  감마값에 따른 오차 제곱 총합을 구하는 함수 gapSqSum의 코드

def gapSqSum(gamma):

    exp = []

    rea = []

    gap = []

    for i in range(len(reco)):

        rea.append(float(reco[i][0]))

        rs = float(reco[i][1])

        ra = float(reco[i][2])

        temp = expect(gamma,rs,ra)

        exp.append(temp)

        gap.append(rea[i]-exp[i])

    sum = 0

    for i in gap:

        sum += i**2

    return sum

2. 자료 수집

롯데 자이언츠 홈페이지(https://www.giantsclub.com) 기록실 -> 역대 기록의 자료에

서 1982 ~ 2023년의 승률, 득점, 실점 데이터를 csv파일 형태로 추출하였다.

KBL 홈페이지(https://www.kbl.or.kr) LIVE 기록 -> 팀 기록실의 자료에서 안양

KGC의 10-11시즌 ~ 22-23시즌의 승률, 득점, 실점 데이터를 csv파일 형태로 추출하

였다.

KBL 홈페이지(https://www.kbl.or.kr) LIVE 기록 -> 팀 기록실의 자료에서

2022-2023시즌의 10개 팀의 승률, 득점, 실점 데이터를 csv파일 형태로 추출하였다.
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Ⅳ. 연구 결과

1. 야구의 피타고라스 최적지수

위 그래프는 피타고라스 승률 예측공식에서 지수가 2일 때 롯데자이언츠의 연도별

예측승률(빨강)과 실제 승률(파랑)을 나타낸 것이다.

위 그래프는 지수값()을 1.50에서 2.50까지 0.01씩 증가시켰을 때 연도별 오차 제곱

의 총합을 나타낸 그래프이다. 아래 그래프는 몇 개의 지수값()에 따른 오차 제곱

의 총합을 소수점 아래 셋째 자리까지 나타낸 것이다.

그래프와 표에서 오차 제곱의 총합이 최소가 되는 지수값()은 1.75로 구해진다. 이

때의 오차 제곱의 총합은 지수값이 2일때보다 0.003 낮게 나타난다.

지수값() 1.6 1.75 1.9 2

오차 제곱 총합 0.041 0.040 0.041 0.044
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2. 농구의 피타고라스 최적지수

2.1. 안양 KGC 데이터 사용

위 그래프는 피타고라스 승률 예측 공식에서 지수가 10일 때 안양 KGC의 연도별

예측승률(빨강)과 실제 승률(파랑)을 나타낸 것이다.

위 그래프는 지수값()을 11.00에서 13.00까지 0.01씩 증가시켰을 때 연도별 오차 제

곱의 총합을 나타낸 그래프이다. 아래 그래프는 몇 개의 지수값()에 따른 오차 제

곱의 총합을 소수점 아래 셋째 자리까지 나타낸 것이다.

그래프와 표에서 오차 제곱의 총합이 최소가 되는 지수값()은 11.97로 구해진다. 

이때의 오차 제곱의 총합은 지수값이 10일때보다 0.004 낮게 나타난다.

2.2. 22-23시즌 프로농구 10개 팀 데이터 사용

아래 그래프는 지수값()을 13.50에서 15.50까지 0.01씩 증가시켰을 때 연도별 오차

제곱의 총합을 나타낸 그래프이다. 이때 오차 제곱의 총합이 최소가 되는 지수값()

은 14.47로 구해진다. 이는 안양 KGC의 데이터만을 사용했을 때보다 높은 수치이다.

지수값() 10 11 11.97 13

오차 제곱 총합 0.029 0.026 0.025 0.026
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3. 야구의 전년도 승률을 반영한 승률예측

  

 × 작년

전년도 승률을 반영하여 승률을 예측하는 공식이다. 는 기존 피타고라스 공식

을 통한 예측 승률, 작년은 팀의 작년 승률 는 최종 예측 승률이며 c값을 조절

하여 예측의 정확도를 높인다.

또한 전년도 실제 승률과 야구의 피타고라스 정리를 사용한 당해년도 예측 승률을

  로 내분하는 값을 의미하게된다.

가)

먼저 위 그래프는 지수()가 2 일 때 최적의 c 값에 따른 오차 제곱의 총합을 나

타낸 것이다. 이때의 오차 제곱의 총합이 최소가 되게 하는 최적 c 값은 약 6.8임을

알 수 있었다. 또한 c가 6.8일 때, 최적지수()값은 2와 오차가 있는 1.95로 나타났

다. 아래는 값마값별 기존 예측의 오차 제곱의 총합(빨강), c=6.8로 일정할 때 전년

도 승률을 반영한 예측의 오차 제곱의 총합(파랑)의 그래프이다.
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나) 또한 아래는 앞서 구한 야구의 피타고라스 최적지수() = 1.75일 때, c 값에 따

른 오차 제곱의 총합을 나타내는 그래프이다. 이때 오차 제곱의 총합이 최소가 되

도록 하는 최적 c 값은 약 13.87임을 알 수 있었다. 또한 c가 13.87일 때, 최적지수

()값은 1.85로 나타났다. 아래는 값마값별 기존 예측의 오차 제곱의 총합(빨강),

c=13.87로 일정할 때 전년도 승률을 반영한 예측의 오차 제곱의 총합(파랑)의 그래

프이다.

다) 위의 가) 와 나)에서 c값과 그에따른 최적지수()에 따라 각각 하나의 (c, )의

순서쌍을 얻었다. 이 두가지 경우와 기존 예측에서의 오차 제곱의 총합을 아래 표

로 나타내었다.

기존 예측

 = 2

기존 예측

 = 1.75

c = 6.8

 = 1.95

c = 13.87

 = 1.85

오차 제곱 총합 0.044 0.040 0.0378 0.0381
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따라서 오차 제곱의 총합이 최소인 경우는 전년도 승률을 반영한 공식에서 c = 6.8, 

 = 1.95인 경우이고, 이때의 오차 제곱 총합은 기존 예측에서  = 2인 기존에 사

용되던 조건에 비하여 0.0062 낮은 수치를 보였다.

Ⅴ. 결론 및 제언

본 연구에서는 기존 야구의 피타고라스 정리를 한국의 프로야구와 프로농구에 적

용하였으며, 전년도의 성적을 반영할 수 있도록 공식을 수정하였다. 이를 통해 기존

의 공식보다 적은 오차로 승률 예측이 가능하였다. 그리하여 야구에서의 오차가 가

장 적은 최종 예측 승률 W는 득점(RS), 실점(RA)에 대해 아래와 같이 구해진다. 

    

 

  

  작년

이때 최적 c값이 6.8로 1보다 크다는 것을 통해 공식을 통한 예측승률이 전년도 승

률보다 많이 반영된다는 것을 의미한다는 결론을 내릴 수 있었다. 또한 전년도 승

률을 반영하지 않았을 때, 야구와 농구에서의 오차 제곱의 평균, 즉 평균제곱오차

(MSE)는 야구에서 0.000952, 농구에서 0.001923로 농구에서 더욱 크게 나타났고 피

타고라스 최적지수 또한 농구에서 더욱 크게 나타났다. 대체적으로 야구보다 농구

에서 득점과 실점값이 높은데, 이것과 오차 및 최적지수간의 상관관계를 파악하고

축구, 하키등 다른 종목에도 같은 경향이 나타나는지 파악하는 연구가 필요하다고

생각한다.
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초록

암호란 비밀을 유지하기 위하여 당사자끼리만 알 수 있도록 꾸민 약속 기호이다. 암호학은

긴 역사를 가지고 있다. 4000년 전 이집트인들이 사용한 단순한 암호부터 20세기 세계대전

에서 큰 역할을 한 암호까지 그 방법과 활용은 매우 다양하다. 본 연구의 목적은 암호의 수

학적 기반을 탐구하고 이것을 바탕으로 적절한 한글 암호를 고안하는 것이다. 기본적인 암

호는 알파벳을 숫자에 대응시킨 후 모듈러 연산을 바탕으로 만들어진다. 본 연구에서는 한

글을 숫자에 대응시키는 몇 가지 방법을 제시하고 그 중 가장 모순 없는 방법을 찾았다. 또

한 선택한 한글 암호 체계에서 덧셈, 곱셈, 아핀, 다중 문자 치환 암호들을 생각하고, 고안한

한글 암호의 장단점에 대하여 분석하였다.

Ⅰ. 서론

비밀을 유지하며 정보를 교환하기 위해 만들어진 암호는 오랜 역사를 가지고 있다.

과거에는 주로 국가 안보와 전략을 보호하는 도구로써 군사, 외교적인 목적으로 사

용되었으나 정보통신기술이 발달함에 따라 현재는 민간 분야에서도 다양하게 활용

되고 있다. 이 과정에서 암호학에 대한 연구가 활발해졌고, 수학, 역사학, 정치학,

언어학 등의 학문이 다양하게 활용되었다.

암호학에서는 누구나 읽을 수 있는 문장을 평문이라 부르고 읽을 수 없게 변형된

문장을 암호문이라 부른다. 그리고 평문을 암호문으로 바꾸는 과정을 암호화, 암호

문을 평문으로 바꾸는 과정을 복호화라 부른다. 가장 기본적인 암호의 암호화 및

복호화 과정은 수학의 모듈러 연산으로 이해할 수 있다. 때문에 암호는 실생활에

수학이 활용되는 대표적인 예라고 할 수 있다. 하지만 Holden(2007)을 통해 관찰한

알려진 암호들은 알파벳(특히 영어)를 바탕으로 한 평문을 암호화하는 방법들이었

다. 우리는 우리의 일상어인 한글을 바탕으로 한 암호 체계를 탐구해보고 싶다는

호기심을 가지게 되었다. 특히, 한글과 알파벳 사이의 뚜렷한 차이가 한글 기반 암
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호와 알파벳 기반 암호 사이에 차이를 줄 것으로 예상되어 그것을 탐구하는 것이

의미가 있을 것으로 기대되었다.

본 연구에서는 기존에 알려진 암호화 방법들을 활용하여 한글 암호를 만들고 이것

의 수학적 성질을 탐구하는 것을 목표로 한다. 이를 위하여 첫 번째로 효율적인 한

글 암호 체계를 찾고 이것을 바탕으로 덧셈 암호, 곱셈암호, 아핀암호, 다중 문자

치환 암호를 만들었다. 두 번째로 각각의 암호의 좋은 키의 성질 및 좋은 키의 개

수를 확인하였다. 마지막으로 만들어진 암호의 장단점에 대하여 분석하였다.

Ⅱ. 암호의 역사

암호는 긴 역사를 가지고 있다. 1997년, ‘크립토(Crypto)’라는 국제암호학회에서 참

가자들에게 나누어준 T셔츠에는 암호의 역사에 대해 기록되어 있다. T셔츠 속 글

을 살펴보면, 암호 연구에 대한 역사가 벌써 3,000년이 넘었다는 것을 알 수 있다.

【그림 1】 암호의 역사가 담긴 T-셔츠

암호 기술의 발전 역사는 흔히 두 번의 큰 전환점을 기준으로 고대암호, 근대암호,

현대암호 세 단계로 구분된다. 첫 번째 전환점은 1920년대 제 1�2차 세계대전을 배

경으로 무선통신 기술이 발전됨에 따라 여러 기계적, 전자적 암호장치를 개발하고

사용한 것이다. 두 번째 전환점은 1970년대 들어 컴퓨터 사용이 활발해지면서 컴퓨

터를 이용한 암호 기술이 발전한 것이다. 이러한 두 전환점을 기준으로 고대부터

제 1�2차 세계대전 이전까지 사용된 초보적인 암호 기술들을 고대암호라고 하며, 두

차례의 세계대전부터 1970년대까지의 복잡한 기계�전자장치들을 이용한 암호 기술

을 근대암호, 컴퓨터가 개발된 이후 컴퓨터를 이용하는 발전된 암호 기술을 현대암

호라고 부른다. 고대암호 및 근대암호 시기에는 암호 기술이 주로 전문가들에 의해

군사용·첩보용으로 쓰였고, 일반인들은 암호기술에 대해 인식하거나 접할 기회가 없
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었다. 반면 현대암호 시기에 들어서는 일반인들도 암호기술에 대해 공부하고 널리

사용하게 되었다. 이러한 암호기술의 역사를 살펴보면 인류는 고대로부터 정보를

보호해야 할 필요성을 느꼈고, 이것을 성취하기 위해 그 당시의 최선의 지식과 기

술을 이용하여 암호를 고안하고 이용하는 데 많은 노력을 기울여 왔음을 알 수 있

다.

고대암호에는 대표적으로 스키테일 암호, 시저 암호, 악보 암호가 있다. 스키테일

암호는 특정 지름을 갖는 막대에 종이를 감아 생성하는 암호로서, 막대의 지름을

아는 이만 암호를 해독할 수 있는 특징이 있다. 암호문 수신자는 특정 지름을 갖는

막대에 종이를 감고 평문을 횡으로 쓴 다음, 종이를 풀어 암호문을 전달한다. 이 종

이는 평문의 각 문자가 재배치되어 정보를 인식할 수 없는데, 수신자가 사용한 막

대와 지름이 같은 막대를 가진 송신자는 막대에 종이를 감아 횡으로 읽어 암호문을

읽을 수 있다. 여기서 막대의 지름은 송신자와 수신자 사이에 공유된 비밀키가 된

다.

【그림 2】 스키테일 암호 예시

시저 암호는 로마의 황제였던 줄리어스 시저(Julius Caesar)가 사용한 암호이다. 시

저는 가족과 비밀통신을 할 때 각 알파벳 순으로 세자씩 뒤로 물려 읽는 방법으로

글을 작성했다. 즉 A는 D로, B는 E로 바꿔읽는 방식이다. 수신자가 암호문을 복호

화하려면 암호문 문자를 좌측으로 3문자씩 당겨서 읽으면 원래의 평문을 얻을 수

있다. 송신자와 수신자는 몇 문자씩 이동할지를 비밀키로 하여 바꿔가며 사용할 수

있다.

【그림 2】 시저 암호 예시
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고대의 단순한 암호 방식은 17세기 근대 수학이 발전하며 암호 기술도 발전하게 되

었다. 프랑스의 외교관인 비제네르(Vigenere)가 고안한, 키워드를 이용한 복수 시저

암호형 방식, 플레이페어(Playfair)가 만든 2문자 조합 암호 등 다양한 암호 방식이

발전했다. 20세기 들어서는 통신기술의 발전과 기계식 계산기에 대한 연구를 바탕

으로 두 차례의 세계대전을 통해 암호 설계와 해독에 대한 필요성이 높아지면서 암

호에 대한 연구가 활발히 진행됐다. 대표적인 근대 암호로는 이그니마(Enigma) 암

호가 있다. 이그니마 암호는 2차 세계대전 당시 독일군이 사용하던 암호로서, 각기

다른 몇 개의 전기적으로 연결하여 원문을 입력하면 전기적 연결에 의해 새로운 암

호문을 출력하는 방식이다. 즉, 이 기계가 존재하지 않으면 암호를 풀 수 없다.

【그림 3】

독일군이 사용한 이그니마 암호

이렇게 근대 암호가 발전하면서 근대 암호전쟁이 발발했다. 대표적으로 미드웨이

해전의 암호전쟁은 미국이 일본의 암호를 해독하여 전쟁을 승리로 이끈 암호전쟁이

다. 태평양 전쟁 당시 일본의 진주만 공습으로 큰 피해를 입은 미국은 일본의 그

다음 공격목표가 어디인지를 알아내야 했다. 미국 해군 정보부의 암호해독반 블랙

챔버는 일본군의 무전이 증가하고 있음을 발견했다. 미군은 암호해독을 통해 일본

의 공격목표가 미드웨이라는 사실을 알아낸 후 전투에 대비하고 반격을 준비하여

일본의 태평양함대를 격파하고 전쟁을 승리로 이끌 수 있었다.

마지막으로 현대 암호는 소인수 분해, 일방향 함수, 타원곡선, 양자물리 등을 이용

하여 풀기 어렵도록 하고 있다. 대표적으로 RSA 암호란 MIT학생들인 리베스트

(Rivest, R.), 샤미르(Shamir, A.), 에이들먼(Adleman, L.)이 1977년에 개발한 암호

체계로, 지금도 널리 쓰이는 대표적인 공개키 암호 체계이다. 공개키 암호 체계의

특성에는 암호화하는 변환으로부터 그 역변환을 알아내는 것이 어려워야 한다는 점

이 있다. 이에 따라 이 암호는 두 소수를 곱하는 것은 쉽지만, 두 소수의 곱을 소인

수분해하는 것은 어렵다는 사실을 이용하여 완성되었다. 이와 같은 공개키 암호의

도입은 현대암호의 발전에 중요한 계기가 되었다.
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Ⅲ. 암호에 활용되는 수학1)

1. 유클리드 호제법 (또는 유클리드 알고리즘)

유클리드 호제법은 양의 정수       이    으로 표현될 때, 와 의

최대공약수 gcd 가 와 의 최대공약수 gcd 와 같다는 사실을 이용하여 두

정수  의 최대공약수를 구하는 방법이다. 이것은 암호에서 복호화 키와 좋은 키

를 구할 때 이용된다.

구체적으로 정수  의 최대공약수를 유클리드 호제법을 이용하여 구해보면 다음과

같다.   일 때,  는 정수  을 이용하여 다음과 같이 나타낼 수 있다.

     ≤   

  이라면 는 의 약수가 되어 gcd     이다.  ≠이면, 를 으로 나눠

다음과 같이 나타낼 수 있다.

      ≤   

  이면 멈추고, 아니라면 위의 과정을 반복하여 다음 식을 얻는다.

     ≤   

위의 나눗셈 과정을 인 나머지가 나타날 때까지 반복한다. 그 결과 다음과 같은

방정식 체계가 나온다.

       ≤   

       ≤   

       ≤   

⋮

          ≤     

      

그러면 gcd   gcd 를 이용하여 아래의 결론을 얻을 수 있다.

gcd   gcd   ⋯  gcd     gcd   

위와 같은 방식으로 와 의 최대공약수가 임을 구하는 것이 유클리드 호제법이

다.

2. 모듈러 연산

모듈러 연산이란 어떤 수를 n으로 나누어 그 나머지를 구하는 연산이다.

1) Burton, D. M., 기초정수론 6판, 경문사, 2011 (이준복, 이중섭 번역)
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정의 1.

 을 주어진 양의 정수라 하자.  이 차 를 나누면 즉, 어떤 정수  에 대해 

  이면 두 정수 와 를 법 (또는 모듈러  에 대해 합동(congruent modulo 

 ))이라 말하며 기호로 표현하면

≡ mod 

이다.

예를 들어, 을 로 나눈 나머지가 이므로 ≡ mod라고 표현하고 은

mod 에서 와 합동이라고 할 수 있다. 이에 따라 다음 식들을 확인하는 것은 어

렵지 않다.

≡ mod  ≡ mod

모듈러 연산의 합과 곱에 대한 성질은 다음과 같다.

정리 1.

  이 고정되고,    를 임의의 정수라 하자. 그러면 다음 성질이 성립한다.

⒜ ≡ mod 

⒝ ≡ mod 이면  ≡ mod 이다.

⒞ ≡ mod 이고  ≡ mod이면 ≡ mod이다.

⒟ ≡ mod 이고 ≡ mod 이면 

   ≡  mod이고  ≡ mod 이다.

⒠ ≡ mod 이면 ≡  mod 이고 ≡ mod 이다.

⒡ ≡ mod 이면 모든 양의 정수 에 대해  ≡ mod이다.

정리 1의 내용과 같이 합과 곱에 관한 합동≡의 성질은 보통의 항등()과 유사

하다.

일반적인 정수 연산에서는 두 정수가 모두 인 경우를 제외하고 두 정수를 곱하여

이 되도록 만들 수 없지만 모듈러 연산에서는 가능한 경우가 있다.

정리 2.

양의 정수   이   인 경우,

i) 과 이 서로소이면  ×  ≡  mod 를 만족하는 양의 정수 가 존재한다.

ii) 과 이 서로소가 아니면 i)을 만족하는 가 없다.

따라서 정리 2에 의하면 모듈러 n의 연산에서 보다 작은 양의 정수 이 과 서

로소인 경우에는 의 역수의 역할을 하는 정수  가 있고 서로소가 아닌 경우에
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는 그러한 정수 는 존재하지 않는다는 것을 알 수 있다. 이것은 추후에 곱셈 암

호, 아핀 암호, 다중 문자 치환 암호의 좋은 키를 찾을 때 중요하게 사용된다.

정리 2는 대부분의 기초 정수론 책에서 소개되는 유명한 명제이다. 하지만 우리는

몇 가지 작은 수 n에 대한 실험을 통하여 정리 2를 유추하였다. 그리고 명제를 부

정한 후 모순을 이끌어내어 명제가 참임을 증명하는 귀류법을 이용하여 정리 2의

두 번째 명제가 참임을 직접 증명하였다. 참고 도서의 도움을 받아 유클리드 호제

법의 아이디어를 활용하여 첫 번째 명제 또한 참임을 증명하였다.

<i)의 증명>

        ≥ 일 때   × ,    × 이라 하자.

  인 경우 과 이 서로소이면   이고 따라서

     × 

    ×

이 성립한다. 즉,  ≡  mod 을 만족하는 양의 정수 가 원하는 수이다.

이제   인 경우를 생각하자.

  ×  

   ×  

   ×  

⋮

   ×  

   ×  

위의 과정을 반복하면 유한 번 만에   이 되는 경우가 생긴다. 그런데 과

이 서로소이면   이다. 따라서 위의 방정식 체계는

    ×

⋮

      × … ①

으로 표현되고 식 ①에 얻어진    ≤  ≤  들을 대입하면     인 정

수  를 찾을 수 있다. 즉, 과 이 서로소일 때     을 만족하는 정수

  가 있고,

 ≡  mod 

이다. 그러므로     이면  ≡  mod 를 만족하는 양의 정수가 반드시

존재한다.

<ii)의 증명>
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과 이 서로소가 아닌 경우에 두 수의 최소공배수  은   이고

     으로 표현할 수 있다. 귀류법을 사용하기 위해  ≡  mod  을

만족하는 양의 정수 가 존재한다고 가정하자. 그러면 ×  × 이 되는 정

수 가 있다. 즉,

  

이다. 그런데 과    이 모두 정수이므로   일 수 밖에 없다. 그런데 이는

  이란 사실에 모순이다. 그러므로  ≠이면  ≡  mod 을 만족하는

정수 는 없다.

3. 행렬과 행렬곱

행렬은 1개 이상의 수를 직사각형의 배열로 나열한 것을 말한다. 예를 들어   

 
,

   

  
와 같이 표기한다. 이때, 행렬의 크기는 그 행렬이 내포하는 행(수평선)의

개수와 열(수직선)의 개수로 표현된다. 즉, 행렬   

 
의 크기는 ×이고,

   

  
의 크기는 ×이다. 크기가 같은 두 행렬이 있을 때 각각 성분들 간의 연

산으로 행렬들 사이의 덧셈과 뺄셈을 정의한다. 예를 들어 크기가 × 인 두 행렬

의 덧셈은

  

 

   

 

     

   

이다.

두 행렬의 곱도 덧셈처럼 행렬들의 크기가 맞는 경우에 정의된다. 구체적으로 앞

행렬의 열의 수와 뒤 행렬의 열의 수가 같은 경우에만 곱셈이 잘 정의되며, 곱셈

결과 나오는 행렬의 크기는 (앞 행렬의 행의 수)×(뒷 행렬의 열의 수)이다. 예를 들

어 × 행렬과 × 행렬의 곱은 아래와 같은 이 × 행렬으로 정의된다.

  
 

×    
  

      
    

행렬과 행렬곱은 다중 문자 치환 암호에서 계산을 더 편리하게 할 때 이용된다.

IV. 알려진 암호화 방법2)
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수학을 기반으로 한 암호는 각 문자를 수에 대응시킨 후 연산을 이용하여 암호화한

다. 이를테면 a는 1, b는 2, …, z는 26에 대응시킨다. 구체적으로 아래 [표 1]과 같

이 대응된다.

그런데 알파벳의 개수는 26개로 제한적이기 때문에 연산을 통해 얻어진 암호화된

수가 26보다 크면 이에 대응되는 알파벳이 없다. 이 경우에 암호문의 글자수가 줄

어들고 제대로 된 복호화가 불가능하다. 즉, 상대방에게 원하는 뜻을 제대로 전달할

수 없는 문제가 발생한다. 이 문제를 해결하기 위해 모듈러 연산을 이용한다.

앞으로 평문을 숫자로 바꾼 것을 P, 암호문의 숫자를 C라고 하자. P를 암호화하여

나온 숫자 C가 26보다 크다면 C에 대응되는 알파벳을 찾기 위해 모듈러 26의 연산

을 사용한다. 예를 들어 암호화 결과,   가 나왔다면  ≡≡ mod 가

되어 암호문의 알파벳은 A가 된다.

1. 덧셈 암호

덧셈 암호는 평문에 키 를 더해 암호화하는 방법이다. 암호화하는 방법을 식으로

나타내면

≡ mod

이다. 예를 들어 가 일 때 ‘apple’을 덧셈 암호로 암호화 하면 다음과 같다. 먼저

알파벳을 각각 숫자로 치환하면 a=1, p=16, l=12, e=6 이므로, apple= 이

고 각 숫자에   을 더하면 ≡ mod, ≡ mod,

≡ mod, ≡ mod가 되어  으로 암호화 된다. 이것

을 다시 알파벳으로 치환하면 ‘dssoh’가 된다. 따라서 키 가 인 덧셈 암호에서

‘apple’은 ‘dssoh’으로 암호화된다.

덧셈 암호에서 암호문을 복호화하는 방법은 정리 1의 모듈러 연산의 성질을 활용하

면 ≡ mod임을 알 수 있다. 실제로 키 가 인 덧셈 암호에서 ‘dssoh’를

복호화해보자. 암호문을 숫자에 대응시키면, dssoi= 이고

≡ mod, ≡ mod, ≡ mod, ≡ mod이다.

따라서 복호화 결과 얻어진 평문의 수는  이다.  을 알파벳

2) Holden, J., 수학으로 이해하는 암호의 원리, 프리렉, 2007, (허성심 번역)

A B C D E F G H I J K L M

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13

N O P Q R S T U V W X Y Z

14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24 25 26

【표 1】 알파벳의 숫자화
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으로 다시 치환하면 apple이 되어 실제로 복호화가 잘 되었다는 것 을 확인할 수

있다. 덧셈 암호에서는 키 를 1과 26사이의 임의의 수로 택하더라도 항상 암호화

와 복호화가 잘 됨을 알 수 있다.

2. 곱셈 암호 (데시메이션 기법)

곱셈 암호는 평문 에 키 를 곱해 암호화하는 방법이다. 식으로 나타내면

×≡ mod

이다. 예를 들어   일 때 apple을 암호화해보자. apple= 이므로 각 숫

자에 를 곱하고 모듈러 연산을 적용하면 ×≡ mod,

×≡≡ mod, ×≡≡ mod, ×≡ mod을 얻는다. 따

라서 apple을 암호화하면  =cvvjo가 된다.

곱셈 암호에서 암호문을 복호화하는 방법은 ×(‘의 역수‘)≡ mod으로 생각

하는 것이 자연스럽다. 여기서 ’의 역수‘는 와 곱해졌을 때 모듈러 26에서 과 합

동이 되는 정수이다. 즉, 정수 ’의 역수‘를 정수 라고 하면 ×≡ mod이다.

가 3일 때, 모듈러 26에서 는 9이다. 이를 활용하여 위에서 얻어진 암호문 cvvjo

를 복호화해보자. 대응되는 수는 암호문에 대응되는 수는 (3, 22, 22, 10, 15)이고

3×9≡1 (mod 26), 22×9≡16 (mod 26), 10×9≡12 (mod 26), 15×9≡6 (mod 26)이다.

따라서 복호화 수는 (1, 16, 16, 12, 5)이다. (1, 16, 16, 12, 5)=apple 이므로 cvvjo을

복호화하면 apple이 된다.

만약 키 가 ‘역수’ 를 갖지 못하면 위의 방식으로 복호화를 할 수 없다. 예를 들

어   인 경우를 생각하자. 정리 2의 ii)에 의해 모듈러 26에서 ‘4의 역수’인 가

존재하지 않는다. 이 때, ant=(1, 14, 20)를 암호화 하면 × ≡  mod,

× ≡  ≡  mod, × ≡  ≡  mod이므로 암호문은 (4,4,2)=ddb가 된

다. 즉, 서로 다른 알파벳 a와 n이 동시에 b으로 암호화 되었으므로 이 암호문은 복

호화를 시킬 수 없다. 실제로 ‘역수’ 를 갖지 못하는 를 곱셈 암호의 키로 갖는

경우에는 서로 다른 알파벳 중에 동시에 하나의 알파벳으로 암호화되는 경우가 항

상 발생하고 암호문은 제대로 복호화될 수 없다.

우리는 암호화 후 복호화가 잘 되는 키를 좋은 키라 부르고, 그렇지 않은 키를 나

쁜 키라 부른다. 따라서 곱셈 암호는 모든 키가 좋은 키인 덧셈 암호와 달리 나쁜

키를 갖는다. 정리 2에 의하면 k가 좋은 키가 되려면 26과 서로소인 관계여야 한다

는 것을 알 수 있다. 따라서 좋은 키의 개수는 12이다.

3. 아핀 암호
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아핀 암호는 곱셈 암호와 덧셈 암호를 결합한 암호로, 평문 P에 곱셈 키 k를 곱한

후 덧셈 키 m을 더하여 암호화하는 방법이다. 즉,

≡ mod 

으로 나타낼 수 있다. 예를 들어 k=3이고 m=5 일 때 아핀암호를 생각해보자, apple

을 숫자로 치환하면 (1, 16, 16, 12, 5)이고 이것을 암호화하면 1×3+5≡8 (mod 26),

16×3+5≡1 (mod 26), 12×3+5≡15 (mod 26), 5×3+5≡20 (mod 26)이다. 따라서

apple은 (8, 1, 1, 15, 20)=haaot으로 암호화 된다.

복호화하는 방법은 모듈러 연산의 성질에 의해 P≡(C-m)× (mod 26) 이다. 여기

서 는  × ≡  (mod 26) 가 되는 정수이다. haaot를 복호화하기 위해 k=3의 ‘역

수’ 가 필요하고 이것은 9이다. (8, 1, 1, 15, 20)에서 (8-5)×9≡1 (mod 26),

(1-5)×9≡16 (mod 26), (15-5)×9≡12 (mod 26), (20-5)×9≡5 (mod 26)이므로 평문

은 (1, 16, 16, 12, 5)=apple 이다.

아핀 암호에서 키는 덧셈 키 m와 곱셈 키 k의 순서쌍 (m,k)으로 주어진다. 때문에

곱셈 암호처럼 좋은 키와 나쁜 키를 모두 갖는다. 왜냐하면 m은 0과 25사이의 임의

의 수로 선택이 가능하지만 k 는 26과 서로소인 경우만 가능하기 때문이다. 따라서

좋은 키의 개수는 312 이다.

4. 다중 문자 치환 암호

다중 문자 치환 암호는 복수의 알파벳을 묶어서 동시에 암호화 하는 방법이다. 예

를 들어 두 문자씩 묶어서 암호화할 때는, 단어 abcd를 (a, b), (c, d)와 같이 두 알

파벳씩 분리시킨다. 이때, 괄호로 묶은 알파벳 중 첫 번째 알파벳에 대응되는 수를

 , 두 번째 알파벳에 대응되는 수를 라고 두자. 그러면 다중 문자 치환 암호는

네 개의 수로 구성된 키  ,  ,  ,  를 이용하여 다음과 같이 암호화는 방식을

말한다.

 ≡    (mod 26), C₂≡k₃P₁+k₄P₂ (mod 26)

여기서 은 암호문의 첫 문자에 대응되는 수이고 는 두 번째 문자에 대응되는

수이다. 예를 들어 키 =3, =2, =7, =1을 활용하여 math라는 단어를 암호화

하자. 숫자로 바꾸면 (13, 1, 20, 8)이고, 이것을 두 개씩 묶은 후 연산하면

3×13+2×1≡15 (mod 26), 7×13+1×1≡14 (mod 26), 3×20+2×8≡24 (mod 26),

7×20+1×8≡18 (mod 26)이 된다, 따라서 (15, 14, 24, 18)=onxr으로 암호화 된다.

다중 문자 치환에서 암호문을 복호화하는 방법은 연립방정식  ≡   

 ≡   

mod을 풀어서 알아낼 수 있다. 구체적으로 위의 식에 을 곱하고, 아래의 식

에 을 곱하면
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 ≡ 

 ≡ 

mod

을 얻는데 위의 식에서 아래의 식을 빼면

  ≡  mod

이 된다. 이 때, (  )의 ‘역수’ 가 있으면  ≡    ×  (mod 26) 이

된다. 평문 를 찾기 위해 연립방정식의 위의 식에 를 곱하고 아래의 식에 을

곱한 후, 두 식 사이의 차를 생각하면   ≡  mod이 된

다. 따라서 양변에 를 곱하여  ≡ × mod를 얻는다. 정리하면

 ≡    ×  mod ,  ≡ × mod 

으로 복호화한다.

위에서 선택한   ⋯ 에 대하여    ≡  mod 이고, 11은 mod 26에서

‘역수’ 19를 갖는다. 따라서       를 키로 선택한 다중 문자 치환 암호는 복

호화 가능하다. 예를 들어 위에서 얻은 암호문 onxr를 복호화 시켜보자. onxr를 숫

자로 치환하면 (15, 14, 24, 18)이므로, 두 개씩 묶어서 (15, 14) (24, 18)을 생각하자.

××× ≡  mod  
××× ≡  mod  ××× ≡  mod 

××× ≡  mod 

이므로 (13, 1, 20, 8)=math을 얻는다. 즉, onxr을 math로 복호화 할 수 있다.

다중 문자 치환 암호에서도 역시 좋은 키와 나쁜 키가 존재한다. 좋은 키는 mod 26

에서   가 역수를 가지는       이다. 따라서       가 좋은

키가 되려면   가 26과 서로소가 되어야 한다.

V. 한글 암호 체계

한글과 영어 알파벳, 더 나아가서 한국어와 영어는 여러 가지 차이점을 갖는다. 대

표적으로 영어 단어는 알파벳을 나란히 배열하여 얻어지지만 한국어 단어는 음절

단위로 모아쓰기를 하여 얻어지며 각 음절 단위는 자음과 모음의 특정한 구조로 구

성된다. 이러한 한국어와 영어의 차이점 때문에 한글 암호와 영어 암호에 차이가

생긴다. 앞서 4장에서 살펴보았듯이 영어 암호는 총 26개의 알파벳을 쭉 나열하여

암호 체계를 만들 수 있었다. 하지만 한국어 암호의 경우 한국어 문법 체계를 고려

하면 기본 자음, 쌍자음, 기본 모음, 결합모음을 합친 40개의 문자를 순서대로 나열

하는 것 만 으로 충분하지 않았다. 본 연구에서는 몇 가지 한글 암호 체계를 고려

한 후 한국어 문법 체계에 모순이 없고 효율적인 한글 암호 체계를 찾았다.

첫 번째 방법은 영어 알파벳과 유사하게 기본 자음, 쌍자음, 기본 모음, 결합모음을

차례로 나열한 후 숫자에 대응시키는 방법이다. ([표 2] 참고) 하나의 모듈러 연산
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을 고려하므로 암호화 과정이 세 가지 방법들 중에서 가장 간단하지만 모아쓰기를

하는 한글에서는 암호화 후 한글 체계가 가장 많이 붕괴되었다. 구체적인 예는 아

래의 6장 3절에서 확인한다.

글자 ㄱ ㄲ ㄴ ㄷ ㄸ ㄹ ㅁ ㅂ ㅃ ㅅ

숫자 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

글자 ㅆ ㅇ ㅈ ㅉ ㅊ ㅋ ㅌ ㅍ ㅎ ㅏ

숫자 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20

글자 ㅑ ㅓ ㅕ ㅗ ㅛ ㅜ ㅠ ㅡ ㅣ ㅐ

숫자 21 22 23 24 25 26 27 28 29 30

글자 ㅒ ㅔ ㅖ ㅚ ㅟ ㅘ ㅝ ㅙ ㅞ ㅢ

숫자 31 32 33 34 35 36 37 38 39 40

【표 2】 고안한 한글 체계 1

두 번째 방법은 기본 자음과 기본 모음을 나누어서 한글 암호 체계를 만드는 것이

다. ([표 3] 참고) 자음과 모음의 개수가 서로 다르므로 이 체계를 이용하여 암호화

를 할 때는 두 종류의 모듈러 연산이 필요하다. 평문에서 나타나는 모음과 자음을

구분하여 풀어쓰기를 한 후 암호화하고 다시 모아쓰기를 하여 암호문을 만든다. 자

음과 모음을 구분했기 때문에 암호화 후 한글의 구조는 유지할 수 있지만 실제 한

글에서 나타나지 않는 이중 자음과 이중 모음이 나타날 수 있다. 그리고 받침의 유

무와 이중 자음 또는 모음의 유무에 따라서 한 단어를 구성하는 모음과 자음의 개

수가 달라지기 때문에 모아쓰기를 할 때 평문을 주의 깊게 살펴야 되는 번거로움이

있다. 이 경우의 구체적인 예도 아래의 6장 3절에서 확인한다.

자음 ㄱ ㄴ ㄷ ㄹ ㅁ ㅂ ㅅ ㅇ ㅈ ㅊ ㅋ ㅌ ㅍ ㅎ

숫자 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14

모음 ㅏ ㅑ ㅓ ㅕ ㅗ ㅛ ㅜ ㅠ ㅡ ㅣ

숫자 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

【표 3】 고안한 한글 체계 2

세 번째 방법은 초성, 중성, 종성으로 나누어 암호화를 하는 것이었다. 즉, 각각에

가능한 문자의 총 개수를 고려하여 초성은 모듈러 19, 중성은 모듈러 21, 종성은 모

듈러 28의 연산을 수행하여 암호화한다. 글자 중에 종성이 없는 경우가 있으므로

실존하지 않는 28번째 문자를 종성에 포함시켰다. ([표 4] 참고).
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초성 ㄱ ㄴ ㄷ ㄹ ㅁ ㅂ ㅅ ㅇ ㅈ ㅊ ㅋ ㅌ ㅍ ㅎ

숫자 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14

초성 ㄲ ㄸ ㅃ ㅆ ㅉ - - - - - - - - -

숫자 15 16 17 18 19 - - - - - - - - -

중성 ㅏ ㅑ ㅓ ㅕ ㅗ ㅛ ㅜ ㅠ ㅡ ㅣ ㅐ ㅒ ㅔ ㅖ

숫자 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14

중성 ㅚ ㅟ ㅘ ㅝ ㅙ ㅞ ㅢ - - - - - - -

숫자 15 16 17 18 19 20 21 - - - - - - -

종성 ㄱ ㄴ ㄷ ㄹ ㅁ ㅂ ㅅ ㅇ ㅈ ㅊ ㅋ ㅌ ㅍ ㅎ

숫자 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14

종성 ㄲ ㅆ ㄳ ㄵ ㄶ ㄺ ㄻ ㄼ ㄽ ㄾ ㄿ ㅀ ㅄ X

숫자 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24 25 26 27 28

【표 4】 고안한 한글 체계 3

이 체계로 한글 암호를 만들면 세 가지 모듈러 연산을 수행해야 하므로 번거롭다.

그렇지만 초성, 중성, 종성이 구분되어 있어서 암호문의 한글 구조가 유지될 뿐만

아니라 모아쓰기를 하는 과정도 단순하다. 암호문에 실제 한글에서 나타나는 이중

자음과 이중 모음들 만 나타나므로 한글 문법 체계를 가장 잘 유지하는 방법이라고

할 수 있다.

VI. 연구결과

우리는 5장에서 언급한 세 가지 한글 암호 체계 중에서 암호문이 한글 문법 체계를

여전히 잘 따르는 세 번째 방법(초성, 중성, 종성으로 나누는 방법)을 선택했다. 그

리고 4장에서 살펴본 암호화 방법들을 적용하여 새로운 암호를 만들었다. 각각의

암호의 좋은 키의 성질 및 좋은 키의 수를 확인하며 수학적 특성을 살폈다. 그리고

5장에서 제시한 첫 번째와 두 번째 한글 체계가 적절하지 않은 이유를 예를 들어

살폈다.

1. 암호화 방법에 따른 분류

(1) 덧셈 암호

① 평문과 암호문 사이의 규칙

평문에 대응되는 숫자를 P, 암호문에 대응되는 숫자를 C, 암호화 키를 k라 할 때,

C≡P+k (mod p)

이다.
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② 복호화 방법

복호화 키를 라 할 때, P≡C-k (mod p)이므로 는 ≡-k (mod p)을 만족하

는 정수이다. 따라서 복호화할 때는 암호문에 를 더한다.

③ 좋은 키와 그 개수

덧셈 암호의 좋은 키는 자명한 키를 포함할 시 0k≤p를 만족하는 모든 자연수

이다. 엄밀히 말하자면 모든 자연수지만, 모듈러 연산을 거쳐 중복 되는 것들이 생

기므로 위와 같이 말할 수 있다. 따라서 모듈러 p 연산을 하는 암호 체계에서 좋은

키의 수는 p개이다.

우리가 선택한 한글 암호 체계는 초성, 중성, 종성을 따로 고려하며 각각에 대해

모듈러 19, 모듈러 21, 모듈러 28 연산을 한다. 이 경우 초성, 중성, 종성에 서로 다

른 암호화 키    을 고려하여 독립적으로 암호화할 수 있다. 따라서 좋은 키

의 총 개수는  ××  이다. 하지만 초성, 중성, 종성의 암호화 키들이

하나의 정수로 표현되는 경우로만 제한하면 좋은 키의 개수는 19, 21, 28의 최소공

배수인 1596이다.

성질 1. 

서로 다른 세 양의 정수     의 최소공배수를   lcm  라 하자. 

만약 서로 다른 양의 정수     이    ≤  을 만족하면 

 ≡  mod       … ②

이 성립할 수 없다. 

실제로 성질 1에 의하면 1596 보다 작거나 같은 서로 다른 두 양의 정수  에 대

하여 만을 키로 갖는 한글 암호와  만을 키로 갖는 한글 암호는 절대 같을 수 없

다.

<성질 1의 증명>

만약 와 가 식 ②를 만족한다면 모든 I=1,2,3에 대해      을 만족시키

는 정수   이 있다. 따라서    는    의 공배수가 된다. 하지만 조건

에 의해      이므로  이 최소 공배수라는 것에 모순이 된다. 따라서 식 ②

는 불가능하다.

④ 한글 암호에 적용하는 방식

한글 암호의 특수성을 고려하여 덧셈 암호의 원리를 한글 암호 체계에 다음과

같이 적용했다. 평문의 한 글자의 초성, 중성, 종성마다 각각 키를 더한 후 각각

p=19, 21, 28일 때의 모듈러 연산을 적용해 암호문을 만든다. 복호화 역시 암호문에

각각 다른 모듈러 연산에 의한 복호화 키 ≡–k (mod p)를 더해 평문을 구한다.

⑤ 적용 예시

덧셈 암호에서 k=3일 때, 평문 ‘암호’를 암호화하자. 각 문자는 아래와 같이 숫자

화 시킬 수 있다.
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암 =      호 =     .

여기서 순서쌍의 첫 번째 성분은 초성, 두 번째 성분은 종성, 세 번째 성분은

종성을 나타내는 숫자이다. 두 번째 문자 ‘호’ 에는 종성이 없으므로 28번에

대응시킨다. 따라서,

     mod ⋯      ≡ mod과 같은 연산을 통해

     을 얻는다. 따라서 암호문은 ‘켱쁃’

이다.

이를 복호화 하면 =-3이고      이므

로      mod  ⋯      ≡ mod로부터,

     과     을 얻는다. 따라서 평문은 ‘암호’

가 된다.

(2) 곱셈 암호

① 평문과 암호문 사이의 규칙

C≡P×k (mod p)

② 복호화 방법

k≡1 (mod p)를 만족하는 가 존재해야만 복호화가 가능하다. 복호화 키 에

대한 곱셈 암호로 복호화를 이해할 수 있다. 가 존재하는 경우에 유클리드 호제법

을 활용하여 구한다. (아래의 예시 참고)

③ 좋은 키와 그 개수

곱셈 암호에서의 좋은 키의 조건은 정리 2에 의해 키 k가 p와 서로소라는 것을

알 수 있다. 따라서 좋은 키의 개수는 (p,k)=1, 0k≤p를 만족하는 자연수 k의 개

수이다.

한글 암호에서 초성, 중성, 종성에 서로 다른 키를 고려하는 경우 좋은 키의 수

는 ××  이다. 하지만 암호화 키들이 하나의 정수k로 표현되는 경우로

제한 하면 좋은 키의 개수는 432이다. (아래 [그림 5], [그림 6] 참고).
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【그림 5】좋은 곱셈 키의 개수 구하기 (1) 【그림 6】 좋은 곱셈 키의 개수 구하기 (2)

④ 한글 암호에 적용하는 방식

곱셈 암호에서는 덧셈 암호와 비슷하게 평문의 한 글자마다, 그 안에서도 초성,

중성, 종성마다 각각 키를 곱한 후 모듈러 연산을 적용해 암호문을 만든다. 복호화

역시 각각 모듈러 19, 21, 28의 연산에 대한 복호화 키를 구한 다음 모듈러 연산을

거친다.

⑤ 적용 예시

곱셈 암호에서 k=5일 때, 평문 ‘암호’를 암호화하자.         이고

       이다. 때문에   × ≡  ≡  mod ⋯ 

  ×≡,≡ mod  과 같은 계산을 통하여

     을 얻고

암호문은 ‘놆펴’가 된다.

이를 복호화 하려면 먼저 유클리드 호제법의 아이디어를 이용하여 초성, 중성,

종성 각각의 복호화 키 


를 구해야 한다. 먼저 종성에 대해 살피자. 은

모듈러 28 연산에서 ‘5의 역수’이다. 따라서 28과 5의 관계를 살피면

  ×
  ×
  ×

이고 정리하면
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  ×  ×  ×  ××  ×× 이 된다.

따라서  ≡ × ≡ × mod 이고 종성의 복호화 키는 =17 이다. 같은

방법으로  ,  을 구할 수 있다.

암호문의 숫자는      이므로   ×≡

mod ,  × ≡ mod   ×≡  mod 을 얻는다. 비슷하게

    을 얻을 수 있고, 평문은 ‘암호’가 된다.

(3) 아핀 암호

① 평문과 암호문 사이의 규칙

곱셈 키 k, 덧셈 키 m에 대하여

C≡Pk+m (mod p)

이다. 즉, 평문을 키가 k인 곱셈 암호로 암호화 한 후 키가 m인 덧셈 암호로 다시

암호화 하여 얻는다. 이때, {덧셈 암호 적용 후 곱셈 암호 적용하는 경우}⊂{곱셈

암호 적용 후 덧셈 암호 적용하는 경우} 와 같은 포함관계를 갖는다.

② 복호화 방법

Pk≡C-m (mod p)이므로 P≡ (C-m) (mod p)이 된다. 여기서 는 k≡1

(mod p)를 만족하는 정수이다.

③ 좋은 키와 그 개수

아핀 암호에서 키는 덧셈 암호 키 m과 곱셈 암호 키 k의 순서쌍 (m,k)으로 주

어진다. 따라서 좋은 키의 개수는

(덧셈 암호의 좋은 키의 개수) × (곱셈 암호의 좋은 키의 개수)

으로 주어진다. 따라서 초성의 아핀 암호화에서 좋은 키의 수는 19×18, 중성의 아핀

암호화에서 좋은 키의 수는 21×12, 종성의 아핀 암호화에서 좋은 키의 수는 28×12

이다. 그러므로 한글 아핀 암호의 좋은 키의 개수는 19×18×21×12×28×12= 28957824

이다. 하지만 초성, 중성, 종성의 암호화 키들이 하나의 순서쌍 (m,k)으로 표현되는

경우로 제한하면 좋은 키의 수는 1596×432=689472 이다.

④ 한글 암호에 적용하는 방식

앞의 경우와 마찬가지로 초성, 중성, 종성을 분류한 후 각각에 아핀 연산과 모듈

러 연산을 적용하여 암호화한다. 마찬가지 방법으로 복호화를 할 수 있다. 곱셈 암

호와 마찬가지로 곱셈 키 k의 복호화 키는 초성, 중성, 종성에 대해 독립적으로 찾

아야 된다.

⑤ 적용 예시

k=5, m=3일 때, 앞의 경우와 마찬가지로 평문 ‘암호’를 암호화하자. 초성, 중성,

종성에 대해 다른 모듈러 연산을 적용하므로 ≡    mod 

 ≡    mod   ≡    mod 을 계산하

여 암호화 할 수 있다. 그런데 암 =      호      
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이므로 대입하여 연산하면      이 된다. 따라

서 암호문은 ‘뮤뚣’이다.

이를 복호화하려면 각 모듈러 연산에서 k=5의 ‘역수’를 먼저 찾아야 된다. 이것

이 모듈러 19, 모듈러 21, 모듈러 28 연산에서 각각      이 됨을

이미 알고 있다. 그러면 ≡ × × mod,

≡ × × mod,≡ ×

 × mod 이다.   ,  을 대입하고

연산하면             이다. 따라서 평문은 ‘암호’이

다.

(4) 다중 문자 치환 암호

① 평문과 암호문 사이의 규칙

다중 문자 치환 암호는 평문의 글자를 m개씩 무리지은 후 동시에 암호화하는

것이다. 여기서 m은 1보다 큰 양의 정수 이다. 특별히 m=2인 경우를 고려하자. 평

문의 첫 번째 문자를 나타내는 숫자를 , 평문의 두 번째 문자를 나타내는 숫자를

라 두고 대응되는 암호문의 숫자를 각각 과 이라 두자. 그러면 1과 p사이의

고정된 정수    에 대하여

 ≡  mod   ≡  mod 

이다. 3장 3절에서 소개한 행렬을 이용하여 표현하면

 



   

 
 



mod 

이다.

② 복호화 방법

4장에서 살펴보았듯이   ≡ mod이 되는 정수 가 존재 하는 경

우에만 복호화가 가능하고,

 ≡ × mod ,  ≡ × mod 

이다. 편의상 1과 p 사이의 정수  ⋯ 이 모듈러 p 연산에서

 ≡ ×   ≡ ×   ≡ ×   ≡ ×

을 만족한다고 하자. 그러면

 



   

 
 



mod 

으로 나타낼 수 있다.

③ 좋은 키와 그 개수

    의 모듈러 p 연산에서 ‘역수’ 가 존재하는 경우에만
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(   )가 좋은 키가 된다. 따라서 정리 2에 의하여     이 p 와

서로소가 되는 순서쌍 (   ) 들이 다중 문자 치환 암호의 좋은 키이다.

엑셀을 이용하여 초성 암호에서 좋은 키의 개수는 123120, 중성 암호에서 좋은

키의 개수는 96768, 종성 암호에서 좋은 키의 개수는 193536이다. ([그림 7] 참고)

따라서 세 값을 모두 곱하면 다중 문자 치환 한글 암호의 좋은 키의 개수가 된다.

하나의 순서쌍 (   )으로 초성, 중성, 종성의 키가 표현되는 경우로 제한한

경우의 좋은 키의 개수는 고려할 데이터의 크기가 커서 엑셀로 계산하기 어려웠다.

하지만 1≤   ≤19 이라는 제약조건을 추가적으로 주고 그 원리를 살폈다.

실제로 이 경우에 좋은 키의 개수가 25814이라는 것을 엑셀을 통해 찾을 수 있었

다. ([그림 8] 참고)

④ 한글 암호에 적용하는 방식

초성, 중성, 종성의 문자들끼리 따로 묶어서 암호화를 한 후 모아쓰기를 하여 암

호문을 만든다. 계산의 편의상 선형연산을 모아서 먼저 한 후 각각에 맞는 모듈러

연산을 적용한다. (적용 예시 참고). 복호화를 할 때는 다른 암호화 방법에서와 마

찬가지로 각각의 모듈러 연산에서     의 ‘역수’를 찾은 후 복호화식에

대입하여 평문을 찾는다. 이 경우 복호화 키는 초성, 중성, 종성에 대해 달라질 수

있다.
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【그림 7】 다중 문자 치환 암호의 좋은 키의 개수 구하기

(초성 암호만 고려)

【그림 8】 다중 문자 치환 암호의 좋은 키의 개수 구하기

(초성, 중성, 종성 모두 고려, 1≤   ≤19)
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⑤ 적용 예시

           일 때, 다중 문자 치환 방법을 활용하여 평문 ‘암호’

를 암호화하자. 초성, 중성, 종성끼리의 모듈러 연산이 같으므로 로 묶어

서

   

  

   

 
   

  

을 고려한다.          이므로

   

  

   
     

  
    

  
    

  

이다. 따라서  ≡  ≡  mod,  ≡  ≡  mod ,

 ≡  ≡  mod이다. 결과적으로 암호문은 ‘쿷랶’이다.

복호화를 하려면      의 각 모듈러 연산에서의 ‘역수’  를 먼저

찾아야한다. 곱셈 암호 적용 예시에서

  mod    mod   mod 이 됨을 알았다. 이것을 복호화

식에 대입하면

 ≡  ≡×≡×≡ mod

⋮

 ≡  ≡×≡ mod 

의 연산을 통해          을 얻는다. 따라서 평

문은 ‘암호’이다.

2. 정리

연구 결과를 표로 정리하면 다음과 같다.
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덧셈 암호 곱셈 암호 아핀 암호 다중 문자 치환 암호

평문과

암호 사이의

규칙

C≡P+k

(mod p)

C≡Pk

(mod p)

C≡Pk+m

(mod p)

 ≡ 

mod
 ≡ 

mod

복호화 키
n≡-k

(mod p)

k×n≡1

(mod p)를

만족하는 n

k×n≡1

(mod p)를

만족하는 n에

대하여

(-m×n,n)

k= 라

할 때

k×n≡1 (mod p)를

만족하는 n을 이용

(- ×n,  ×n,

 ×n, - ×n)

좋은

키의 개수

(한글 암호)

0k≤p를

만족하는

모든 자연수

(1596)

(p,k)=1,

0k≤p를

만족하는

자연수

k의 개수

(432)

덧셈 암호

좋은 키의

개수

×

곱셈 암호

좋은 키의

개수

(689472)

k= 일 때

(p,k)=1,0k≤p를

만족하는

   의

경우의 수

초성에서의 좋은 키

(123120)

전체의 좋은 키

(....)

여기서 한글 암호의 좋은 키의 개수는 초성, 종성, 중성의 키들이 하나의 정수(또는

정수 순서쌍)으로 표현되는 경우로 제한하여 생각했다.

3. 첫 번째와 두 번째 한글 암호 체계의 모순

(1) 첫 번째 방법 (기본 자음, 쌍자음, 기본 모음, 결합모음을 하나로 나열)

덧셈 암호를 활용하여 평문 ‘값’을 암호화하자. [표 2]를 이용하여 평문을 숫자에

대응시키면 값 =         이 된다. 덧셈 키   을 이용하여

암호화하면    ≡    mod을 얻는다. 암호문의 숫자를 한글

에 대응시키면    =(ㅆ,ㅐ,ㅍ,ㅏ)이다. 따라서 암호문은 ‘쌔파’가 되어 한

음절의 단어가 두 음절이 되었다. 이번에는 덧셈 키   를 이용하여 암호화를 해

보자. 모듈러 40 연산을 통해    ≡    mod을 얻는다. 숫자

를 한글에 대응시키면    =(ㅜ,ㄸ,ㅖ,ㅟ)으로 모아쓰기를 할 수 없다. 결

과적으로 한글 문법 체계를 따르지 않는 암호문이 존재한다는 것을 알 수 있다.
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(2) 두 번째 방법 (자음과 모음 분리)

덧셈 암호를 활용하여 평문 ‘값’을 암호화하자. 자음과 모음을 분리하여 풀어쓰기

를 하면

자음 : ㄱ, ㅂ, ㅅ 모음 : ㅏ

이고, [표 3]을 이용하여 숫자화 하면       과 ‘  을 얻는다. 자

음과 모음의 덧셈 키를   으로 선택하여 암호화를 하면,

  ≡   mod 와 ′  mod을 얻는다. 암호문의 자음은 (ㄷ,ㅇ,

ㅈ)이고 모음은 (ㅓ)이다. 한글 문법 체계에서 받침에 ㅇ과 ㅈ으로 구성되는 이중모

음이 존재하지 않으므로 모아쓰기를 하면 암호문 ‘덩ㅈ’을 얻는다.

ⅤII. 결론 및 제언

우리는 한 음절을 초성, 중성, 종성으로 구분하여 각각 모듈러 연산을 하는 한글 암

호 체계를 만들었다. 그리고 여러 암호화 방법들을 적용하며 해당 암호 체계가 한

글 문법 체계에 모순이 없는 적합한 체계임을 확인하였다.

우리가 만든 한글 암호 체계는 기본적으로 우리의 일상어인 한글로 표현된 정보를

비밀을 유지하며 교환할 수 있다는 장점이 있다. 뿐만 아니라, 보안성이 꽤 높은 암

호라고 할 수 있다. 일반적으로 침입자가 암호문을 취득하더라도 복호화를 하기 어

려울 때, 높은 보안성을 갖는다고 한다. 좋은 키의 개수가 많으면 침입자가 복호화

를 시도할 때 키의 후보가 많아지므로 쉽게 정보를 획득하기 어렵다. 따라서 공개

키 암호 이전의 암호들의 경우 좋은 키의 개수가 많을수록 보안성이 높은 암호라고

할 수 있다. 그런데 우리의 한글 암호 체계는 알파벳 암호 체계와 비교했을 때 좋

은 키의 개수가 월등히 많다.

하지만 우리가 고안한 한글 암호는 세 가지의 모듈러 연산을 고려해야 하므로 암호

화와 복호화 시 계산이 더 복잡할 뿐만 아니라, 초성, 중성, 종성의 글자들을 나열

하는 방법도 복잡하다는 단점이 있다. 향후 이 단점들을 보완하고 장점은 더욱 늘

릴 수 있는 연구가 필요할 것이다.
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마르코프 체인을 활용한 학습패턴 분석

남궁채은 (동산중학교 3학년)

소다현 (중앙중학교 3학년)

채강국 (중앙중학교 3학년)

지도교수 : 정수미 (군산대학교 수학과)

각 시행의 결과가 바로 앞의 시행의 결과에만 영향을 받는다는 마르코프 성질을 가진 확

률과정을 이용해서 앞으로의 과목별 학습 패턴을 예측해 보자. 이러한 예측 모델을 만드는

과정에서 행렬표현과 계산의 편리성을 확인해 보고, 단순하지만 앞으로를 예측해 보는 새로

운 경험도 같이 할 기회를 가지는데 의의를 둔다.

Ⅰ. 서론 (또는 연구의 필요성 및 목적)

행렬이란 행과 열로 이루어진 사각형 형태에 원소를 적고, 순서를 주어 정의한

형태이다. 이러한 행렬을 이해하고 관심을 가지기 위해서는 행렬을 어떻게 활용할

수 있는지에 대해 생각해 볼 필요가 있다.

행렬의 역사를 살펴보면, 다양한 연립방정식 문제를 해결하기 위해 행렬식이 정

의되었고, 후에 행렬이 정의된다. 방정식 문제 뿐 아니라, 행렬과 관련된 연산을 정

의하고 성질을 파악하다 보면, 어떠한 반복적인 상황에 대해서 계산하는 경우 행렬

의 거듭제곱 표현이 편리하다는 점을 파악할 수 있다.

예를 들어 오늘 날씨에 기준하여 특정 날씨를 예상하는 경우 또는 렌트카 영업소

별 차 회수율이 시간이 지남에 따라 어떻게 변하는지를 예상하는 경우 행렬의 거듭

제곱을 통해 그 예측값을 편리하게 찾아낼 수 있다.

또한, 기후의 급격한 변화로 인한 생태계의 변화, 저출산에 의한 학교 통폐합의

가속화, 코로나 이후 일회용품 사용량 급증에 의한 환경 문제 등 다양한 사회적 논

점들은 항상 앞으로 이러한 논점들이 어떻게 변화될 것인지에 대한 예측값을 제시

하려고 한다. 불확실성이 주요한 특징을 가지는 이러한 논점들을 설명하는데 확률

은 중요한 역할을 한다.

따라서 우리는 많은 변수들을 고려하는 예측 시스템은 아니어도, 간단한 조건과

행렬을 활용해서 앞으로 일어날 일에 대한 예측을 할 수 있는 모델링을 만들어 보

려고 한다. 여기에 적합한 예측 시스템이 러시아의 수학자 안드레이 안드레예비치

마르코프의 이름을 따라서 붙여진 마르코프 체인이라는 기법이다.
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Ⅱ. 이론적 배경

마르코프 체인의 목적은 확률을 활용하여 어떤 객체의 상태가 시간에 따라 어떻

게 변화할지 모델링 하는 확률과정으로써 예를 들어 날씨 예측, 인구 이동 예측 등

과 같이 날씨 또는 인구 등 객체가 시간이 지남에 따라 어떻게 변화할지를 확률을

이용하여 예측하는 것이다. 단, 각 시행의 결과가 바로 앞의 시행의 결과에만 영향

을 받는 특징을 가지는 경우에 적용하고 이러한 특징을 마르코프 성질이라 한다.

또한 마르코프 체인은 행렬을 활용하여 표현할 수 있는데 이때 사용하는 행렬을 마

르코프 행렬이라 부른다.

일반적으로 시간이 지남에 따라 시스템이 어떤 상태에서 다른 상태로 바뀌는 상

태의 변화를 전이라 하는데, 따라서 전이할 확률을 설명할 때 사용하는 행렬을 전

이행렬이라 한다. 또한 시간이 지남에 따라 상태간의 전이를 겪는 시스템의 모델을

랜덤 프로세스라 한다. 그런데 과거 상태에 의존하는 프로세스를 학습하는 것은 과

거 상태의 영향이 무수히 많기 때문에 엄청난 과제이다.

상대적으로 마르코프 체인은 시스템의 다음 상태로의 전이 확률이 과거 상태와

상관없이 현재 상태에만 의존하는 랜덤 프로세스이다. 그래서 마르코프 체인은 과

거에 일어난 모든 일을 잊어버리므로 무기억 랜덤 프로세스라 부르고, 과거 상태에

의존하는 프로세스보다 가정이 단순하므로 유용하게 적용할 수 있다.

그렇지만, 1차 마르코프 체인은 직전 과거값만 영향을 받는데 비해, n차 마르코프

체인은 과거 n개의 값이 현재값에 영향을 주게 되는 점은 생각해야 한다.

마르코프 체인을 활용해서 예측값을 찾아내는 몇 가지 사례를 살펴보자. Markov

Cain을 이용한 국내 폐차발생량 예측1)에서는 폐차발생 연구에서 나타나는 문제점

을 극복하기 위해서 전국대비 지역별 폐차발생분포 상태의 비교적 안정된 경향을

이용해서 마르코프 체인 전이 행렬를 활용한다. 마코브체인 분석을 이용한 범죄전

이 연구2)에서는 범죄경력의 전이 또는 패턴을 분석을 목적으로 또는 모바일 악성

코드를 예측하는 프로세스3)로 마르코프 체인을 활용한다.

마르코프 체인을 활용하기 위해서는 전이행렬로써 마르코프 체인에서 사용하는

마르코프 행렬의 특징 및 몇 가지 성질을 확인할 필요가 있다.

먼저 마르코프 체인에서 사용하는 전이행렬인 마르코프 행렬의 특징을 정리해 보

자. 전이행렬은 확률과정에서 시간에 따라 변하는 확률을 표현한 확률행렬이므로

각 행 또는 각 열의 성분의 합은 1이어야 하고 각각의 성분은 0보다 크거나 같아야

한다.

또한, 마르코프 체인의 핵심은 초기 상태 (초기상태 행렬)를 전이행렬의 거듭제곱

을 통해서 회 이후의 상태를 예측하는 것을 목적으로 한다. 따라서 마르코프 체인

에서 사용하는 전이행렬인 마르코프 행렬의 거듭제곱 계산은 특히 중요하다. 그런

1) Markov Chain을 이용한 국내 폐차발생량 예측

2) 마코프체인 분석을 이용한 범죄전이 연구

3) 마코프 체인을 이용한 모바일 악성코드 예측 모델링 기법 연구
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데 전이행렬의 크기가 커지거나 또는 행렬의 거듭제곱의 횟수가 커지면 행렬의 거

듭제곱 계산의 시간이 많이 필요하다.

이러한 문제점을 해결하기 위해서 케일리-해밀턴 정리를 활용할 수 있다. 먼저

행렬 에 대한 특성방정식을 정의해보고, 케일리-해밀턴 정리를 알아 보자. 그리고

이 정리를 활용해서 행렬의 거듭제곱을 계산하는 방법을 정리해 보자.

특성방정식이란, 정사각행렬 에 대하여 연립일차방정식    의 해 

가 영행렬이 아닌 형태를 가지기 위한 필요충분조건인    를 행렬 에 대

한 특성방정식이라 한다. 즉, 행렬식의 형태를 가진 방정식    를 행렬 에

관한 특성방정식이라 하고, 이 방정식의 해 를 행렬 에 대한 고유값이라 한다.

그리고 이 고유값에 대한 특성방정식에 행렬 를 대입했을 때에도 주어진 방정식

이 성립한다는 정리가 케일리-해밀턴 정리이다.

그렇다면 행렬의 거듭제곱에 어떻게 케일리-해밀턴 정리를 적용할 수 있을까? 하

나의 예를 들어 거듭제곱 계산과정을 정리해 보자.

행렬  










  
  
  

에 대하여 케일리 해밀턴 정리를 활용하기 위해 먼저 특성

방정식을 찾아보자.

   










  
  
  












  
  
    


 








    

이고,   


 





이 성립한다.

첫 번째 방법은, 특성방정식에 케일리-해밀턴 정리를 적용하면 다음과 같다.

   


 







행렬의 차수를 내리기 위해, 다음과 같이 행렬의 차수 내리기를 시행하면,

      


 





  


 


 




 





 








 


 


 







이 성립하고, 구체적인 값은 위에 계산된 식에      를 대입한다. 동일한 방법을

통해 각각  ≥ 에 대하여

    

의 형태로 정리할 수 있다. 즉 각각  ≥ 에 대하여 계수   를 찾을 수 있다.
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두 번째 방법은 특성방정식의 차수를 먼저 내린 후 케일리-해밀턴 정리를 적용하

는 방법인데   


    에서 세 개의 서로 다른 고유값

   


 


이 존재하기 때문에 적용할 수 있다. 즉,   


 





이므로

   


 





 


 






이고 동일한 방법으로 전개하면  ≥ 에 대하여    이라 놓을 수 있다.

이 식에    


 


을 대입하면










  




  










  


 




이고, 연립방정식의 해   를 찾을 수 있다. 다시 케일리-해밀턴 정리를 적용하

면, 다음과 같은 행렬 에 대한 거듭제곱식을 찾을 수 있다.

  

  
 



  


  


즉, 정사각행렬 가 ×의 크기를 가지는 차 행렬이면 특성방정식과 케일리-

해밀턴 정리를 활용해서 거듭제곱의 차수를 차 이하의 식으로 표현한 후 계

산이 가능하다.

Ⅲ. 연구 방법

무기억 랜덤 프로세스로 적합하면서 쉽게 접근할 수 있는 주제로 학습패턴을 분석

해 보기로 하자. 몇 가지 과목을 중심으로 현재 상태를 시작으로 학습 패턴이 지속되

었을 때 적당한 시간이 지난 후 나의 과목별 학습 패턴을 예측해 보기로 한다. 연구

방법을 단계별로 정리해 보면 다음과 같다.
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<마르코프 체인을 활용한 학습패턴 분석 방법>

1단계

⇒

2단계

⇒

3단계

⇒

4단계

⇒

5단계

자료

수집

데이터

정리

전이행렬

작성

마르코프

체인모델

학습패턴

분석

1단계는 자료 수집단계이다. 1주일 또는 2주일간 주로 학습하는 세 개의 교과목을

선정해서 두 가지 자료를 수집하는데 매일 과목별 학습시간과 과목 간 이동 횟수를

표로 작성한다. 그리고 1주 또는 2주의 시간이 지나면, 기간 동안 과목별 학습한 총

시간과 과목별 이동 횟수를 정리한다.

실제로 5일간 과목별 공부시간을 정리한 표와 과목별 이동횟수를 정리한 표이다.

(주말의 학습시간은 자료에서 제외한다)

<5일간 과목별 학습시간>

과목/요일 월요일 화요일 수요일 목요일 금요일 총학습시간

국어 1:01 0:00 0:51 0:00 0:00 


시간

수학 2:23 3:02 1:49 2:09 3:47 


시간

영어 2:12 2:47 2:28 1:55 1:20 


시간

<5일간 과목별 이동횟수>

월 화 수 목 금 이동횟수 상태 다이어그램

국어→국어 2 0 0 0 0

국어→수학 1 0 1 0 0

국어→영어 0 0 0 0 0

수학→수학 3 1 1 3 4

수학→국어 0 0 0 0 0

수학→영어 1 2 1 1 1

영어→영어 1 2 2 1 1

영어→국어 0 0 0 0 0

영어→수학 0 1 0 0 1

2단계는 데이터 정리단계이다. 과목별 학습시간을 총학습시간으로 나눈 비율로

정리하고, 이동 횟수 또한 비율로 정리한다. 국어학습시간을 A, 수학학습시간을 B,

영어학습시간을 C라 놓으면 5일을 주기(토요일 일요일을 제외한 평일만 공부한다고
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가정할 때)로 하는 과목별 학습시간 비율은 다음과 같다.

국어학습시간비율  



수학학습시간비율  



영어학습시간비율  



그리고 과목별 이동횟수도 비율로 정리한다. 이동횟수를 비율로 정리해야 전이행렬에

대입이 가능하다. 아래 그림은 확률 상태 다이어그램이라고 부른다.

→ 국어 수학 영어

국어 







수학  






영어  






3단계는 데이터를 활용하여 전이행렬을 작성한다. 위에 작성한 상태 확률 다이어그

램을 활용하면 다음과 같은 전이행렬 를 찾을 수 있다. 행과 열은 첫 번째 행과 열

부터 국어, 수학 영어의 순서로 적는다.

→ 국어 수학 영어

 























 






 






국어 







수학  





즉, 전이행렬 는 다음과 같다.

영어  






4단계는 전이행렬을 활용하여 학습패턴을 분석하기 위한 마르코프 체인 모델을 작

성한다. 3단계에서 찾은 전이행렬 와 2단계에서 정리한 총 학습시간에 대한 과목별

학습시간 비율인 상태행렬    








에 대하여 1차 마르코프 체인은

- 60 -



   































 






 






이다. n회 마르코프 체인을 실행한  를 정리한 식을 찾기 위해 먼저 행렬 의 거

듭제곱   의 계산을 정리해 보자. 주어진 행렬 의 특성방정식을 찾아보면

     



 




 


 



 







 


  


 






    


 




이다. 서로 다른 세 실근  


 


를 가지므로 특성방정식을 활용한 차수내리는 방법

을 적용할 수 있는데 즉,    이라 놓고,    


 


을 대입해서    

를 계산한 후 케일리-해밀턴 정리를 적용하자. 그리고 그 결과를 n회 마르코프 체인

에 실행한 결과인  을 계산하면 다음과 같다.

     












 


 





 












 


 

















 


 







Ⅳ. 연구 결과

4단계를 통해서 만들어진 마르코프 체인을 활용해서 5단계는 학습패턴을 분석하는

단계이다. 결과를 해석하는 단계로 과목간 이동 성향에 따라 과목별 학습시간 비율이

주말을 제외하고 ×일 후마다 어떻게 바뀔 수 있을지 예측할 수 있고, 여기서 찾은

예측값을 활용해서 자신의 학습 패턴을 파악하고 조정하는데 도움을 받을 수 있다.

1차 마르코프 체인을 시행한 결과는
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   































 






 






  









이고, 이 결과값  








는 초기상태 과목별 학습시간이 차지하는 비율인

   








에 대하여 과목별 이동 패턴인 전이행렬을 적용했을 때 초기상태

후 그 다음 주에 세 개의 교과목에 대한 학습패턴 예측값이라고 할 수 있다.

그렇다면 초기상태 후 주 후 학습패턴은 어떤 변화를 가지게 될까?

   








,     








을 계산하고,  ≥ 에 대하여

 




 


 

 




 


 

 




 


 

이라 놓으면,     로 정리할 수 있다. 다음 표는  

( ≤  ≤ )을 계산한 결과값이다.

주후     

(  의 결과값) ∼ (  의 근삿값) 
- 근삿값은 소수점 다섯 번째 자리에서 반올림

- 주후 과목별 학습시간 비율은 국어, 수학, 영어의 순서로

기입)

             








∼   

             








∼   

    


  


 

  








∼   

  









 



 



  



 









∼   

- 62 -



주 후 학습패턴을 분석해 보면, 초기상태인

   








∼   

에서 10주 후 학습패턴은

    









∼   

로 변한다. 과목별 이동횟수가 적었던 국어과목의 경우는 예측이 가능한 수치이지만,

  









 



 



 



 









∼   

  









 



  



 



 









∼   

  









 



 



 



 









∼   

  









 



 



 



 









∼   

  









 



 



 



 









∼   

  









 



 



 



 









∼   
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수학과 영어 과목의 경우는 시간에 따라 초기상태의 학습비율과 상당한 차이가 있는

결과로 예측이 된다. 상당히 흥미로운 결과라고 할 수 있다.

이 결과가 학습자의 의도인 부족한 과목에 대한 보충이라면 이 학습패턴을 유지하

는 것이 좋지만, 그렇지 않다면 과목별 이동횟수를 변화시키는 노력을 통해 또 다른

전이행렬과 그에 따른 과목별 학습비율을 달성해야 한다는 패턴분석과 조정방법을 이

끌어 낼 수 있다.

Ⅴ. 결론 및 제언

첫째, 마르코프 체인의 특성상 과거에 영향을 받지 않는다는 무기억 랜덤 프로세

스의 특성상 현재의 선택이 추후에 미칠 영향에 대해서만 고려할 수 있다. 따라서

적용할 주제가 비교적 많다. 다만, 결과 예상값이 잘 맞지 않을 수 있으므로 적당한

보완은 필요하다. 따라서 예측값이 실질적으로 의미가 있는지 파악할 수 있는 방법

를 공부해 본다.

둘째, 마르코프 체인에 적용한 학습패턴 분석의 조건이나 결론이 다소 미흡할지

라도 행렬과 확률의 필요성에 흥미롭게 다가갈 수 있는 방법이었다. 공공데이터4)의

자료를 마르코프 체인에 적용해서 예측해 보면서 이 예측 시스템의 필요성을 확인

해 본다.
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수학적 규칙을 이용하여 색상 배열 추천하기

노하윤 (제주대학교 사범대학부설중학교 1학년)

신훈민 (중앙중학교 1학년)

장혜원 (신성여자중학교 1학년)

홍주원 (서귀포중학교 1학년)

지도교수 : 이호수 (제주대학교 초등교육과)

Ⅰ. 서론 

1. 탐구 동기  

  디자인 사이트에 들어가 보면 추천하는 색상 배열들이 있다. 우리는 왜 사람들이 이런 색

들을 좋아하는지 궁금했다. 또한 그 색들의 관계에도 수학적 관계가 있지 않을까하는 궁금

증이 들었다.

2. 탐구 목적  

  모든 색상들은 빛의 삼원색의 선형결함으로 나타낼 수 있다. 따라서 각 색상은 삼원색이 

어느 정도 포함되어 있는지 나타내는 성분 3개인 순서쌍으로 나타낼 수 있다. 이 연구에서

는 모든 색상을 3차원 좌표(색공간)으로 표현하는 다양한 방법들에 대하여 조사해보고 그들 

사이의 변환하는 방법에 대해 조사하였다. 좋은 디자인에는 색상 배열에서 규칙적인 특징을 

가지고 있다. 우리는 좋은 색상 배열이 색공간에서 수학적으로 표현할 수 있는 규칙이 무엇

인지 살펴보고 이를 이용하여 새로운 색상 배열 추천을 만들어 보았다. 

Ⅱ. 이론적 배경

1. 삼원색

            

   원색이란 다른 색을 섞어서 만들 수 없는 색을 의미한다. 색에는 3가지 원색이 있다. 3개

의 원색을 조합하면 여러 가지 색이 나온다. 3원색을 기반으로 각 색을 혼합하여 만들어진 

색을 2차색이라고 부르고, 2차색을 기반으로 만들어진 색을 3차색이라고 한다.
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  가. 빛의 삼원색    

빛의 삼원색은 빨간색, 녹색, 파란색이다. 이 세 가지 색의 빛을 적절히 조절하면 모든 색

을 표현할 수 있다. 그리고 빛의 삼원색을 혼합하는 과정을 가산혼합이라고 한다. 빛의 삼원

색을 모두 섞으면 흰색이 되고, 빛이 없으면 검은색이 된다. 빛의 삼원색으로 색을 표현하는 

방법을 RGB라고 한다.

가산혼합이란 빛의 삼원색으로 색을 만드는 방식을 의미한다. 빛이 전혀 없을 때가 검정이

고 기본 3원색에서 더하는 방식으로 색상을 만들기 때문에 가산혼합이라고 말하는 것이다.

  나. 색의 삼원색    

  색의 삼원색은 시안(Cyan), 마젠타(Magenta), 노란색(Yellow)이다. 색의 3원색을 여러 가지 

비율로 섞으면 여러 색상을 만들 수 있다. 모든 색상을 섞으면 검은색 계열의 색이 나온다. 

색의 삼원색으로 색을 만드는 방식을 감산혼합이라고 한다.

  감산혼합은 CYM 혼합 또는 색료 혼합이라고 한다. 시안, 마젠타, 노랑은 색상을 빼내거

나 흡수하는 방식으로 색을 만들어 내고, 합치면 합칠수록 어두워지는 성질을 띠고 있다.    

                  

  

2. 좌표계

  가. 직교좌표계(Cartesian coordinate system) 

  직교좌표계는 각각의 축 또는 축 평면이 직교성을 유지하는 좌표계이다. 좌표축이 미리 

정해진, 일반적으로 사용되는 좌표계이다. 각각의 축이 상호 독립적인 직교성을 가진다. 평

면은 2개의 성분을, 공간은 3개의 성분으로 나타내어진다. 평행 이동과 대칭 이동에는 매우 

<그림1. 빛의 삼원색> <그림2. 색의 삼원색> 
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유용한 좌표계이다. 데카르트가 개발하여 데카르트 좌표계로도 불린다.

<그림3. 직교좌표계>

  나. 극좌표계(Polar coordinate system) 

    

  극좌표계는 평면 위의 위치를 각도()와 거리()를 써서 나타내는 2차원 좌표계이다. 극좌

표계는 두 점 사이의 관계가 각이나 거리로 쉽게 표현되는 경우에 가장 유용하다. 특히 회

전 이동에 대해 유용한 좌표계이다.  

  다. 원통좌표계(cylindrical coordinate system)

  원통좌표계는 2차원 극좌표계에 평면( )의 수직인 방향의 높이()를 결합하여 만든 3차

원 좌표계이다.  

<그림4. 극좌표계> <그림5. 원통좌표계>

                         

      

3. 색공간
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  가. RGB  

  빛의 삼원색을 이용해 색을 표현하는 방식이다. 

빛의 삼원색 빨간색, 파란색, 초록색을 0부터 255

까지의 수로 표현할 수 있다. 0은 흰색을, 255는 

원색을 의미한다. 어느 한 색상에 빛의 삼원색이 

포함된 정도로 표현하면 색상 하나는 3차원 직교

좌표계로 표현가능하다. 

                                       

  나. HEX

  RGB 방식 색상 코드 표기법이다. #과 뒤에 붙는 

여섯 자리 또는 세 자리의 숫자로 색상을 표기하

는 방식이다. 여섯 자리인 경우는 두 자리씩 끊어

서 각각 RGB의 강도를 256단계에 걸쳐 나타낸 것

이며, 각 두 자리수는 16진수이므로 00일 때 가장 

어둡고 FF일 때 가장 밝다. 또한 헥스 코드로 나타

낼 수 있는 색상의 수는 총 16⁶, 즉 1677만 7216가

지가 된다.

  

    

  다. HSL 

  색상(Hue), 채도(Saturation), 밝기(Lightness)로 이루어진 색 공간을 나타낸다. 색상은 원기둥

의 방향을 나타내고 채도는 반지름을, 마지막으로 밝기는 높이를 나타낸다. HSL은 원통좌표

계에서 나타낼 수 있다. 색상의 채도가 높을수록 점은 원기둥의 겉면에 위치하게 된다. 밝기

는 위로 갈수록 밝아지고 윗면은 하얀색을, 밑면은 검은색으로 구성되어 있다.

  라. HSV
<그림8. HSL>

<그림6. RGB> 

<그림7. HEX>    
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  색상, 채도, 명도의 좌표를 이용해 색을 지정하는 방법이다. 색상 값은 각도()로 표현되며 

원기둥의 수평 단면의 방향에 따라 알 수 있다. 채도는 원기둥의 반지름에 해당한다. 정 중

앙에 무채색이 위치하며 원기둥의 겉면으로 갈수록 진한 채도를 갖는다. 명도는 높이에 해

당하며 위로 갈수록 색이 밝아진다. HSV는 원뿔에서도 나타낼 수 있다. 이때 원뿔의 꼭짓점

은 명도가 0%이기 때문에 검은색이며 명도가 높을수록 채도 값의 폭은 줄어든다.

                                              

4. RGB를 HSV 혹은 HSL으로 변환하는 과정

    RGB 빛의 삼원색으로 표현가능한 색상의 집합은 3차원 직교좌표계에서 정육면체로 표

현된다. 이 정육면체를 기울인다. 거기서 육각뿔 모양으로 변환되고 육각기둥, 원기둥 순으

로 모양이 바뀌어 HSV를 만들게 된다. HSL은 육각뿔 모양을 2개로 합친 뒤 이를 육각기둥, 

원기둥으로 변환해 만들 수 있다.

  가. RGB를 HSV 혹은 HSL으로 변환하는 과정을 수식으로 표현하기 

<그림9. HSV 원기둥 모형>   
<그림10. HSV 원뿔 모형>

<그림11. RGB를 HSV 혹은 HSL으로 변환하는 과정>
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      (1단계) 0~255 사이의 RGB 색상을 0과 1사이의 수로 바꾸기

  

       R’을 R/255라고 할 때, G’과 B’도 같은 방법으로 표현해본다.    

                                                      

R’ = R/255                                                  

G’ = G/255                                            

B’ = B/255                                               

      (2단계) R’, G’, B’의 최댓값 Cmax, 최솟값 Cmin, 그리고 이들의 차를 ∆로 두자. 

Cmax = max(R’,G’,B’)

∆= Cmax-Cmin

∆= Cmax-Cmin

      (3단계) 색상의 방향 H를 구하기 

H  =    










 ∆  

 × ∆

′ ′
   ′

 × ∆

′ ′
    ′

 × ∆

′ ′
    ′

     (4단계) 채도 와 색상값  구하기 

S =  









   



∆
  ≠ 

  max
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Ⅲ. 연구 방법

- 추천 색상 조합의 수학적 규칙찾기 실험 6단계

     (1단계) 색상 조합 추천 사이트인 Color Hunt (https://colorhunt.co)에서 색상 조합들을 수

집한다. 

     (2단계) 그림판을 이용하여 수집된 색상 조합에 대한 RGB 정보를 찾는다.
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     (3단계)  단위 변환에 대한 정보를 소개하는 사이트인 Rapid Tables 에서 RGB를 HSV

로 색상 변환한다. (https://www.rapidtables.com/convert/cplor/rgb-to-hsv.html)

     (4단계)  HSV 값을 아래와 같이 표로 정리하였다.

H S V

251 80.8 40.8

313 91.8 62.4

331 92.7 91.8

323 37.2 96.9

249 49.5 75.3

257 43.1 91

178 40.1 91

141 16.5 100

256 54.2 32.5

256 54.2 83.9

245 45.2 97.3

353 17.6 100

H S V

60 56.3 80.8

46 51.8 100

31 92.1 99.2

5 97.5 77.3

345 35.9 98.4

348 18 100

340 5.9 100

35 33.3 100

126 53.7 68.6

82 59 89.8

55 81.1 99.6

44 76.5 100
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     (5단계) 표의 값에서의 규칙을 조사해보았다.

     (6단계) (5단계)에서 찾은 규칙을 이용하여  Desmos에서 색상을 직접 조합해보았다. 

https://www.desmos.com

H S V

251 80.8 40.8

313 91.8 62.4

331 92.7 91.8

323 37.2 96.9

(규칙 1) H의 최댓값과 최솟값이 이루는 각의 크기가 120도를 넘지 않으며 HSV 공간에

서  보다 작은 거리를 가진다. 다시 말하여, 추천된 색상 배열은 유사한 색상

으로 구성되었다. 

(규칙 2) V의 값은 순차적으로 증가하거나 혹은 감소한다. 
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Ⅳ. 연구 결과

1. “Color Hunt”에서 색상 배열들을 찾고 “Rapid Tables” 사이트를 이용하여 RGB

값을 HSV 값으로 나타내었다.(https://colorhunt.co/)

2. HSV 값을 적은 표를 이용하여 다음과 같이 3가지 규칙을 찾았다.

(1) H의 최댓값과 최솟값이 이루는 각이 120를 넘지 않는다.

(2) H의 최댓값과 최솟값을 나타낸 색상 사이의 거리는 보다 작다.

(3) 규칙 1,2가 성립할 때 V의 값이 순차적으로 변화한다.

3. “Desmos”라는 그래프를 그리는 사이트에서 규칙들을 이용해 색상을 직접 조합

했다. (https://www.desmos.com/calculator?lang=ko)

- 76 -



Ⅴ. 결론 및 제언

결론

1. 공간좌표에서 색을 수학적으로 표현하고, 3가지 규칙을 이용해 새로운 색상배열

을 만들 수 있었다.

2. RGB 색공간보다 HSV 색공간을 이용했을 때 규칙을 찾기 더 용이하였다.

3. 색상배열에서 다음과 같은 3가지 규칙을 찾을 수 있었다.

(규칙 1) H의 최댓값과 최솟값이 이루는 각의 크기가 120도를 넘지 않는다.

(규칙 2) HSV 공간에서  보다 작은 거리를 가진다.

(규칙 3) (규칙 1), (규칙 2)가 만족할 때 V의 값은 순차적으로 변화한다.

즉, 다시 말하여 색상배열들은 유사한 색상들로 이루어져 있다는 점을 알 수 있다.

제언

본 연구는 Color Hunt에서만 제시된 색상배열들을 다루었기 때문에 다른 사이트에

서 제시된 색상배열에서는 앞서 찾은 규칙이 성립을 하지 않을 수도 있다는 점이

가장 큰 문제점이다. 이에 본 연구의 연구 방법을 바탕으로 더 많은 정보를 수집하

여 더 많은 색상배열들에 적용할 수 있는 규칙을 찾는 후속 연구를 제안한다.

Ⅵ. 참고문헌

-Color Hunt (http://colorsunt.co)

-Rapid Tables (https://www.rapidtables.com/convert/cplor/rgb-to-hsv.html)

-Desmos (http://www.desmos.com)
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K-Means를 활용한 2024 KBO FA 선수 분석

김규민 (제일여자중학교 2학년)

김바다 (반송중학교 2학년)

김연아 (율하중학교 2학년)

김태준 (삼정자중학교 2학년)

지도교수 : 서샛별 (경남대학교 수학교육과)

순간적인 힘 또는 그날의 운으로만 운영했던 과거의 야구와 달리 오늘날의 야구는 데이터를

활용하여 체계적으로 선수의 기량 컨디션을 분석하여 경기의 승률을 예측 할 수 있다. 데이터

기반으로 알고리즘 스스로가 결론을 도출해 내는 머신러닝에 대해 관심을 가졌으며, 그 중,

K-Means는 두 점사이의 거리를 근거로 데이터의 유사성을 계산하고 클러스터링(군집화,

Clustering)하는 비지도학습의 하나의 방법이라는 것을 알게 되었다. 본 연구는 K-Means를

활용하여 2024년 KBO에서 FA 자격을 얻게 된 선수 32명에 대한 데이터를 수집하고, 두 점

사이의 거리를 이용해 데이터간의 유사도 및 클러스터의 중심을 찾고, 3개의 그룹으로 나누는

클러스터링(Clustering)과정을 통하여 FA선수들을 상, 중, 하위 그룹으로 분류해 보았으며, 이

를 통해 가중치를 두어 FA 선수를 30점 만점으로 점수를 측정하였다.

Ⅰ. 서론 (또는 연구의 필요성 및 목적)

지난 40여년간 KBO에는 선동열, 류현진, 이승엽 등 수많은 선수들이 각자의 팀을

이끌었다. 이 선수들이 있는 동안, 그들의 팀은 거의 선두에 있었다. 이처럼 선수들의

능력은 팀을 승리로 이끌 것인지 패배로 이끌 것인지를 크게 좌우한다. 순간적인 힘

또는 그날의 운으로만 운영했던 과거의 야구와 달리 오늘날의 야구는 데이터를 활용

하여 체계적으로 경기를 운영되고 있다. 데이터 분석이 경기의 결과에 큰 영향을 줄

수 있다. 또한 야구를 관람하고 팀을 응원하는 팬들도 데이터를 활용하여 경기를 예

측하곤 한다. 우리도 프로야구팀들이 사용하는 데이터들을 바탕으로 선수와 팀의 기

량을 분석해보려고 한다. 2023 시즌 종료 후 FA 자격을 얻게 된 32명의 선수들의 성

적 및 정보들을 바탕으로 등급을 나누어 FA 선수들을 분석해보려고 한다.

Ⅱ. 이론적 배경

가. KBO 및 FA제도

KBO란 1982년에 출범한 대한민국의 프로야구 리그이다. 총 10개의 구단, 12개의

구장에서 리그가 진행되고 있다. 매년 3월 말~4월 초에 시작해서 빠르면 10월 초, 늦
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어도 10월 말에 끝난다. 팀당 144경기를 치르며 매주 월요일을 빼고는 화요일부터 일

요일까지 빠지지 않고 경기가 열린다. 리그 내 시즌 순위는 승률 순으로 산정하며 승

률 순으로 상위 5개 팀이 KBO 포스트시즌에 진출한다. (포스트 시즌은 KBO 리그의

정규시즌 종료 후 리그 상위 5위권에 들어간 팀들이 최종 우승팀을 결정하기 위해 벌

이는 경기이다.) 구단으로는 SSG 랜더스, 키움 히어로즈, LG 트윈스, KT wiz, KIA

타이거즈, NC 다이노스, 삼성 라이온즈, 롯데 자이언츠, 두산 베어스, 한화 이글스로

총 10개의 구단이 있다. 자유계약(free agent, FA)이란 일정기간 자신이 속한 팀에

서 활동한 뒤에 다른 팀과 자유롭게 계약을 맺어 이적할 수 있는 자유계약선수 또는

그 제도를 일컫는다. 국내 프로야구에서는 1999년 시즌부터 FA제도가 시행되었

으며, 타자의 경우 등록일수 145일 이상, 매 시즌 경기 수의 3분의 2 이상 출장하고,

투수는 매 시즌 규정 이닝의 3분의 2 이상 등판한 시즌이 각각 9시즌을 넘어야 FA

자격을 가질 수 있도록 제한되어 있다. 대졸 선수는 8시즌이며, 재 자격 취득은 4시

즌이다.

나. 벡터

수학의 관점에서 벡터는 일반적으로 추상적인 벡터공간을 구성하는 원소이다. 물

리학과 공학에서는 벡터공간이 유클리드 공간인 경우를 대부분 다루기 때문에, 수

학에서의 일반적인 의미가 제한되어 사용되고 있다고 할 수 있다. 이런 맥락에서,

물리학에서의 벡터는 n 차원의 유클리드 공간에서 크기와 방향을 가지고 있는 기하

학적 대상으로, 때로는 유클리드 벡터(Euclidean vector), 기하 벡터(geometric

vector), 공간 벡터(spatial vector)라고도 부른다. 벡터는 힘, 위치, 속도 등과 같이

크기와 방향을 갖는 물리량을 표현하는 데 편리하기 때문에, 물리학을 기술할 때 매

우 기본적인 역할을 한다. 벡터로 표현되는 물리량을 벡터 량이라고 부른다. 또한 벡

터는 머신러닝분야에서 입력 데이터를 표시하는 방법으로 사용된다.

다. 유클리드 거리

본 연구의 클러스터링과 선수 분류를 위해 데이터를 처리하여 벡터 형태로 표현하

게 된다. 즉, 데이터를 벡터로 표현한 후 이를 비교하여 유사성을 계산한다. 유사성

을 계산하기 위해 여러 가지 방법이 있지만 본 연구에서는 유클리드 거리 방법을 적용

하였다. 순서를 가지는 n개의 실수의 쌍 ⋯을 점이라 하며, 두 점

 ⋯ ,  ⋯ 간의 거리를          ⋯     으로 정

의한 공간을 n차원 유클리드 공간이라 한다. 유클리드 거리는 유클리드 공간상에서

두 점을

잇는 선분의 길이이다. 2차원 유클리드 평면인 [그림 1]에서는 다음과 같이 나타낼 수

있다.

     
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[그림 2] 두 점 p, q 사이의 거리  

라. 머신러닝(Machine Learning, ML)

머신러닝 또는 기계 학습은 컴퓨터 과학 중 인공지능의 한 분야로, 패턴인식과 컴퓨

터 학습 이론의 연구로부터 진화한 분야이다. 머신러닝은 경험적 데이터를 기반으로

학습을 하고 예측을 수행하고 스스로의 성능을 향상시키는 시스템과 이를 위한 알고리

즘을 연구하고 구축하는 기술이라 할 수 있다. 머신러닝의 알고리즘들은 엄격하게 정

해진 정적인 프로그램 명령들을 수행하는 것이라기보다, 입력 데이터를 기반으로 예측

이나 결정을 이끌어내기 위해 특정한 모델을 구축하는 방식을 취한다. 머신러닝의 알

고리즘은 크게 지도학습, 비지도 학습으로 구분된다. 지도학습은 훈련 데이터로부터

하나의 함수를 유추해내기 위한 기계 학습이다. 훈련 데이터로부터 하나의 함수가 유

추되면 함수에 대한 평가를 통해 파라미터를 최적해나간다. 비지도 학습은 기계 학습

의 한 종류이며, 데이터의 구성을 파악하는데 사용된다. 비지도 학습은 입력 값에 대

한 목표치가 주어지지 않는다. 본 연구에서는 이 비지도 학습에 속하는 분석 방법인

K-means를 활용했다. k-평균 알고리즘은 처음에는 클러스터 중심을 정하고 클러스

터를 만든다. 그 다음 클러스터의 중심을 이동하고 다시 클러스터를 만든는 식으로

반복해서 최적의 클러스터를 구성하는 알고리즘이다. 클러스터 중심이란 k-평균 알고

리즘이 많든 클러스터에 속한 샘플의 특성 평균값이다. k-평균 알고리즘의 단점

은 클러스터 개수를 사전에 지정해야 한다는 것이다. k-평균 알고리즘의 작동

방식은 다음과 같다. k-평균 알고리즘은 클러스터에 개수 k값에 따라 결과 값이 달라

진다는 한계점 이 있다. 그렇기에 가장 적절한 k값을 구하여 클러스터링을 진행해야

한다.

Ⅲ. 연구 방법

가. 데이터 수집 및 분석 절차

데이터는 KBO 공식 홈페이지 기록실(koreabaseball.com)에서 타자, 투수의 기록
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데이터를 사용하였다. KBO 공식 기록 데이터에는 타자의 순위, 이름, 팀명, 타율, 경

기 수, 타석, 타수, 득점 수, 안타 수, 2루타 수, 3루타 수, 홈런 수, OPS가 기록되어

있으며 투수는 순위, 선수명, 팀명, 평균자책점, 경기 수, 승리 수, 패배 수, 세이브

수, 홀드 수, 승률, 이닝 수, 피안타 수, 홈런 수, 볼넷 수, 사구 수, 삼진 수, 실점

수, 자책점 수, 이닝당 출루허용률(WHIP) 등의 기록을 제공한다. 본 연구는 2023시즌

종료 후 2024년 FA 대상인 32명의 선수들의 기록 중 필요한 데이터들를 추출하여

사용하여 데이터 셋을 구축하고 Python을 통해 K-means를 이용하여 FA선수 데이

터간 유사도를 계산하고 기량에 따라 세 그룹으로 나누어질 수 있도록 하였다.

나. K-means 알고리즘(K-means clustering algorithm)

K-means 알고리즘은 클러스터링 방법 중 분할법에 속한다. 즉, K-means 알고리

즘의 목적은 각 클러스터와의 거리 차이 분산을 최소화하여 데이터를 분류하는 것이

다. 분할법은 주어진 데이터를 여러 그룹(파티션)으로 나누는 방법이다. 클러스터링

(clustering)은 지도학습 분류(Classification)와 다른 비지도 학습이다. 분류는 미리

레이블(label)이 붙어 있는 데이터들을 학습해서 그걸 바탕으로 새로운 데이터에 대해

분류를 수행하지만, 클러스터링은 레이블(label)을 모르더라도 그냥 비슷한 속성을 가

진 데이터들끼리 묶어주는 역할을 하기 때문이다. 또한, 클러스터링(clustering)은 많

은 자료들을 비슷한 것끼리 묶어 다른 그룹과 구분하는 기법을 말한다. 즉, 같은 그

룹의 자료들의 동질성을 향상시키고 다른 그룹의 자료들과는 차별성을 향상시키는 방

법이다. 이를 통해 자료들 속에 숨어 있는 규칙과 패턴을 찾는 방법을 말한다.

K-means 알고리즘은 각 그룹의 중심과 그룹 내의 데이터 오브젝트와의 거리의 제곱

합을 비용 함수로 정하고, 이 함수 값을 최소화하는 방향으로 각 데이터 오브젝트의

소속 그룹을 업데이트 해 줌으로써 클러스터링을 수행하게 된다. K-평균 알고리즘은

[그림 2]와 같이 처음에는 클러스터 중심을 정하고 클러스터를 만든다. 그 다음 클러

스터의 중심을 이동하고 클러스터를 만드는 식으로 반복해서 최적의 클러스터를 구성

하는 알고리즘이다. 클러스터 중심이란 K-평균 알고리즘이 많든 클러스터에 속한 샘

플의 특성 평균값이다. K-평균 알고리즘의 단점은 클러스터 개수를 사전에 지정해야

한다는 것이다.

[그림 3] K-means 클러스터링 과정  

K-means 알고리즘의 작동 방식은 다음과 같다.
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첫째, 무작위로 k개의 클러스터 중심을 정한다. - ①

둘째, 각 샘플에서 가장 가까운 클러스터 중심을 찾아 해당 클러스터의

샘플로 지정한다. - ②

셋째, 클러스터에 속한 샘플의 평균값으로 클러스터 중심으로 변경한다. - ③

마지막으로, 클러스터 중심의 변화가 없을 때까지 ②번으로 돌아가 반복한다. - ④

K-means 알고리즘은 클러스터에 개수 k값에 따라 결과 값이 달라진다는 한계점이

있다. 그렇기에 가장 적절한 k값을 구하여 클러스터링을 진행해야 한다.

K-means 알고리즘은 주어진 데이터를 k개의 클러스터로 묶는 알고리즘이고, 각 클

러스터까지의 거리 차이의 분산을 최소화하는 방식으로 동작한다. 이 알고리즘은 자

율학습의 일종으로, 레이블이 달려 있지 않은 입력 데이터에 레이블을 달아주는 역할

을 한다. 예를 들어 n개의 데이터 오브젝트를 입력받았다고 가정하자. 이 때 분할법

은 입력 데이터를 n보다 작거나 같은 k개의 그룹으로 나누는데, 이 때 각 그룹은 클

러스터를 형성하게 된다. 다시 말해, 데이터를 한 개 이상의 데이터 오브젝트로 구성

된 k개의 그룹으로 나누는 것이다. 이 때 그룹을 나누는 과정은 거리 기반의 그룹 간

비유사도와 같은 비용 함수 (cost function) 을 최소화하는 방식으로 이루어지며, 이

과정에서 같은 그룹 내 데이터 오브젝트끼리의 유사도는 증가하고, 다른 그룹에 있는

데이터 오브젝트와의 유사도는 감소하게 된다. n개의 d-차원 데이터 오브젝트

(x1, x2, …, xn) 집합이 주어졌을 때, k-평균 알고리즘은 n개의 데이터 오브젝트들을

각 집합 내 오브젝트 간 응집도를 최대로 하는  k(≤n) 개의 집합 S = {S1, S2, …, Sk}

으로 분할한다. 다시 말해, μi가 집합 Si의 중심점이라 할 때

arg mins
  




∈ 

║  ║


각 집합별 중심점에서 집합 내 오브젝트 간 거리의 제곱합을 최소로 하는 집합 S를

찾는 것이 이 알고리즘의 목표다.

다. 프로그래밍 정보

Python은 웹 애플리케이션, 소프트웨어 개발, 데이터 과학, 기계 학습(ML)에 널리

사용되는 프로그래밍 언어이다. Python의 이점은 다른 많은 언어에 비해 더 적은 코

드 줄을 사용하여 Python 프로그램을 작성할 수 있기 때문에 개발자의 생산성을 높

일 수 있다는 것이고 기본적이고 영어와 유사한 구문을 가지고 있기 때문에 개발자가

쉽게 읽고 이해할 수 있다. Colab이란 웹 브라우저에서 텍스트와 프로그램 코드를 자

유롭게 작성할 수 있는 일종의 온라인 텍스트 에디터이다. 그리고 코랩에서 사용할

수 있는 프로그래밍 언어가 바로 ‘Python’이다
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Ⅳ. 연구 결과

가. 연구 순서

K-means를 활용하여 2024 FA 선수 분석을 하기 위해 두 가지 절차를 거쳐 진행하

였다. 먼저 필요한 데이터를 모아 데이터셋을 구축하고, 구축한 데이터셋을 K-means

를 활용해서 군집화를 시켜보는 것이다. 먼저, 2023시즌 종료 후 FA 대상인 32명의

선수들 기록 중 필요한 데이터(타자 : 이름, 타율, 나이, OPS / 투수 : 이름, 나이,

평균자책점, 이닝당 출루허용률)들만 추출하 K-means 알고리즘을 사용하였다. 구축

한 데이터를 Google colab으로 부른 후 K-means 분석을 진행하였다. 데이터 셋에

서 타자와 투수를 나누어서 각각 16명씩 K-means 분석을 진행하였다. 두 변수를 기

준으로 하여 분석을 하였다. (타자 : 나이, 타율 / 나이, OPS / 타율, OPS / 투수 :

나이, 평균자책점 / 나이, WHIP / 평균자책점, WHIP) 중간점은 3개로 두고 최적의

중간점을 찾기 위해 반복하였다. 최적의 중간점을 찾고 군집화를 종료하였다.

나. 연구 결과

먼저, 2024 FA타자 각각의 나이 타율 OPS를 사용하여 분석해서 군집화한 결과를 바

탕으로 2024 FA 타자 등급을 나눠보았다. [그림 3]과 같이 타율과 OPS를 가지고 군

집화를 했을 때 A군집은 김민식, 김태군, 김한울, 이지영으로 구성되었고, B군집으

로는 박경수, 양석환, 김헌곤, 김민성, 노수광선수가, C군집으로는 이재원, 이용규, 안

치홍, 서건창, 전준우, 고종욱, 김선빈이 한 그룹으로 나누어졌다. 여기서 A군집을 하

위권, B군집을 중위권, C군집을 상위권이라 정의하였다.

[그림 4] 타율/OPS 기반 KBO FA 타자 Clustering 

[그림 4]와 같이 나이와 OPS를 가지고 군집화를 했을 때, A군집은 전준우 , 이지영,

이용규, 박경수B군집은 이재원, C군집은 김한울, 양석환, 안치홍, 김선빈, 노수광, 김
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태군, 서건창, 고종욱, 김민성, 김헌곤, 김민식과 같이 분석이 되었다. 해당 클러스터

링에서는 나이가 적을수록 상위그룹이라 판단하여 A군집을 하위권, B군집을 중위권,

C군집을 상위권이라 정의하였다.

[그림 5] 나이/OPS 기반 FA 타자 Clustering 

[그림 6] 나이/타율 기반 FA 타자 Clustering 

[그림 5]는 타율과 나이를 통한 클러스터링 결과로 A군집은 전준우, 이지영, 이용규,

박경수, B군집은 강한울, 양석환, C군집은 김선빈, 안치홍, 노수광, 김태군, 고종욱,

서건창, 김민성, 김민식, 김헌곤, 이재원과 같이 분석이 되었다. [그림 4]와 같이, A군

집을 하위권, B군집을 중위권, C군집을 상위권이라 정의하였다.

세 군집화를 바탕으로 상위권에는 30점, 중위권에는 20점, 하위권에는 10점을 준 뒤

타율&OPS에는 가중치 0.6, 나이&OPS에는 가중치 0.3, 나이&타율에는 가중치 0.1을

두고 선수별 기량점수를 측정하였다.
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다음은, 2024 FA투수 각각의 나이 평균자책점 WHIP를 사용하여 분석해서 군집화 한

것을 바탕으로 2024 FA 타자 등급을 나누어보았다.

[그림 8] 나이/평균자책 기반 FA 타자 Clustering 

[그림 7]은 나이와 평균자책점을 가지고 군집화한 결과이다. A군집으로는 주권, 함덕

주, 임찬규, 홍건희, 심창민, B군집으로 장민재, 김재윤, 김대우, 윤명준, 김강률, 신정

락, C 군집으로 진해수, 장원준, 임창민, 정우람, 오승환과 같이 클러스터링되었다. A

군집을 상위권, B군집을 중위권, C군집을 하위권이라 정의하였다.

[그림 8]은 나이와 WHIP를 가지고 군집화한 결과이다. A군집으로는 주권, 함덕주, 임

찬규, 홍건희, 심창민, B군집으로는 진해수, 임창민, 정우람, 장원준, 신정락, 오승환

C군집으로는 김대우, 장민 재, 김강률, 윤명준, 김재윤과 같이 세 군집으로 나뉘었다.

A군집을 상위권, B군집을 하위권, C군집을 중위권이라 정의하였다.

[그림 9]는 타율과 나이를 가지고 군집화한 결과이다. A 군집은 김대우, B군집은 주

권, 임창규, 홍건희, 심창민, 장민재, 윤명준, 신정락, 진해수, 장원준 C군집은 함덕주,

김재윤, 김강률, 임창민, 정우람, 오승환과 같이 분석이 되었다.A군집을 하위권, B군

집을 중위권, C군집을 하위권이라 정의하였다.

[그림 7] 클러스터링(상, 중, 하)별 가중치를 부여한 FA 타자 선수의 점수 측정 
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[그림 9] 나이/WHIP 기반 FA 투수 Clustering

[그림 10] 평균자책/WHIP 기반 FA 투수 Clustering

세 가지 군집화를 바탕으로 상위권에는 30점, 중위권에는 20점, 하위권에는 10점을

준 뒤 나이&평균자책점에는 가중치 0.3, 나이&WHIP에는 가중치 0.1, 평균자책점

&WHIP에는 가중치 0.6을 두고 계산해보았다.

[그림 11] 클러스터링(상, 중, 하)별 가중치를 부여한 FA 투수 선수의 점수 측정 

- 89 -



Ⅴ. 결론 및 제언

2024 FA 선수들의 기량을 분석하고 FA 시장을 예측해보기 위해 연구를 진행하였

다. 본 연구를 통하여 다음과 같은 점을 얻을 수 있었다. 첫째로, 추출한 데이터를 바

탕으로 머신러닝을 통해 군집화하는 방법을 학습할 수 있었다. 두 번째로, 클러스터링

방법 중 분할법인 K-means 클러스터링 알고리즘의 방식과 원리를 알게 되었다. 세

번째로, 각 집합별 중심점을 집합 내 오브젝트간 거리의 제곱합을 최소로 하는 집합

을 구할 때 유클리디안 거리를 사용하여 구하는 것을 알게 되었다. 하지만 나이를 변

수로 두고 군집화 시킨 것들은 나이를 기준으로 군집화가 된 것을 볼 수 있다. 이는

나이의 범위와 다른 변수의 범위 차이가 많이 나서 크기가 큰 나이를 기준으로 군집

화가 진행되었다고 보았다. 사용하는 데이터들의 수치 차이가 너무 크지 않도록 조절

한다면 중심점을 기준으로 더 확실히 나누어질 것으로 예상되어 데이터 간 수치 조절

이 필요함을 알 수 있었다. 네 번째로, 머신러닝이 임의로 군집화한 결과를 데이터의

상황에 맞게 새롭게 그룹화를 정의하는 과정을 거쳤고, 이를 통해 머신러닝을 기반으

로 하는 선수들의 기량을 분석하고 수치화하여 우리만의 점수로 나타내는 과정을 진

행하였다. 해당 결과는 현재로는 KBO 선수를 분석하는 데 적용하기는 어렵지만,

WAR과 같은 선수들을 분석하는 식을 도출할 수 있을 것으로 기대된다. 마지막으로,

해당 사사연구를 진행하며 프로그램을 작성하는 법에 대해 배우고 친구들과 함께 연

구하며 함께 협력하는 방법에 대해 배울 수 있었다.

Ⅵ. 참고문헌
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2. EBS 수학과 함께하는 AI기초, 한국교육방송공사, 2020.
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두 평균의 역문제

김승은 (서생중학교 2학년)

김이은 (상안중학교 2학년)

심태민 (신일중학교 3학년)

지도교수 : 최진호 (울산대학교 수학과)

.

<초 록>

부등식 관계를 갖는 두 평균  , ( ≤ )에 대해, 모든 양수 와 (  )에 대해

각각 평균  와  가 되는 두 수 와 가 항상 존재하는 지에 대한 논의를

두 평균의 역문제라고 한다. 본 연구에서는 피타고라스 평균인 산술, 기하 및 조화평균들간

의 역문제에 대해 조사해 보았고, 추가적으로 피타고라스 평균들과 유리 -산술평균과의

역문제들에 대해 조사해 보았다.

주제어 : 평균, 산술평균, 기하평균, 조화평균, 평균의 일반화, 평균의 역문제
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Ⅰ. 서론 및 이론적 배경

수학 및 프로그래밍에서 중요하게 언급되는 함수는 입력과 출력에 관한 규칙으로

이해할 수 있다. 이는 최근 과학계에서 가장 중요한 주제 중 하나인 인공지능과도

직접적으로 연결되는데, 예를 들면 사진을 입력하면 인공지능은 고양이 사진인지

아닌지에 대한 결과를 출력해 준다.

평균은 여러 숫자를 입력받아 하나의 숫자를 출력해주는 함수라고 할 수 있고, 가

장 기본적인 평균으로는 피타고라스 평균이라고 알려진 조화, 기하 및 산술평균이

있다. 피타고라스 평균은 고대 그리스 시대에서부터 음악 및 천문학에서 활용되어

왔으며  통계학과 관련해서 주요한 대푯값으로 사용된다. 또한, 임의의 개의 양수

   에 대해서 ‘조화-기하-산술 평균 부등식’이라고 알려진 다음 부등식이 잘

알려져있다.

      ≤      ≤      

여기서,  ,  및 는 각각 조화, 기하 및 산술평균을 의미한다. 즉,

      




 


⋯ 




,

          ,

      

      

이다.

지난 해 수학반 사사과정 논문  에서는 두 양수에 대한 여러 가지 평균들과 평균

들 간의 부등식 관계에 대한 연구 결과를 발표했다. 특히, 산술평균의 일반화로써

유리 -산술평균에 대해 소개하고, 이 평균들과 피타고라스 평균과의 부등식 관계

에 대해 조사했다. 실제로,  ≥ 


일 때 두 양수  , 의 유리 -산술평균 을 다음

과 같이 정의하고

       
    

(1.1)

  일 때 평균의 부등식 관계 
 ≥ 

을 만족함을 보였다. 특별히,

  일 때는 산술평균이다. 즉,      

  
이다. 또한, 기하평균 및 조

화평균과의 다음 부등식 관계를 보였다.

(정리 A) 


≤  ≤ 이면   ≤  ≤   ≤  이다.

(정리 B)  ≤  ≤ 이면   ≤  ≤   ≤  이다.

(정리 C)  ≥ 이면   ≤   ≤  이다.
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부등식 관계를 갖는 두 양수에 대한 평균 과 ( ≤ )를 생각하자. 이 두

평균들은 서로 다른 두 개의 양수  (  )를 입력받으면 각각 하나의 숫자씩 두

개의 숫자  와  를 출력하며 다음 부등식 관계를 만족함을 의미한다.

         (1.2)

여기서, 우리는 하나의 질문을 해본다. “임의의 두 양수  (  )가 주어질 때, 이

두 양수가 과 의 평균이 되도록하는 양수  를 찾을 수 있을까?” 이는 부등

식 관계를 갖는 두 평균  , ( ≤ )와 임의의 양수 와 (  )에 대해  

 와    가 되는 두 수 와 가 항상 존재하는 지에 대한 논의로써

두 평균의 역문제라고 한다. 또한, 두 평균의 역문제의 해가 단 한 쌍 으로 존

재할 때 “역문제가 성립한다” 라고 하며, 해  를 역문제의 해라고 한다. 부등식

(1.2)로부터 주어진 양수  와 역문제의 해  에 대해 부등식

       (1.3)

가 성립하는 데, 이 부등식을 역문제의 필요조건이라고 한다. 두 평균의 역문제가

성립하지 않을 때 “역문제가 성립하지 않는다”라고 한다.

본 연구에서는 피타고라스 평균인 산술, 기하 및 조화평균들간의 역문제에 대해

조사해 보았고, 추가적으로 피타고라스 평균들과 유리 -산술평균들과 역문제들에

대해 조사해 보았다.

Ⅱ. 피타고라스 평균의 역문제

본 절에서는 산술평균과 기하평균, 산술평균과 조화평균, 기하평균과 조화평균의

역문제를 조사해 보았다.

(정리2.1) 기하평균 와 산술평균  는 역문제를 만족하며, 그 해는 다음

과 같다.

               (2.1)

증명. 와 를   를 만족하는 임의의 양수라고 하자. 이때 역문제의 해는

  이고    를 만족하는 두 양수  (      ), 즉, 다음 연립방정

식의 해를 찾는 문제이다.

   

  
  (2.2)

식 (2.2)의 두 번째 방정식에서 얻은 식     을 첫 번째 방정식에 대입한 후 제

곱을 하고 정리하면 다음의 이차 방정식을 얻는다.

      
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근의 공식을 통해 필요조건   을 만족하는 해

      

를 얻고 대응되는 연립해

          

를 얻는다. 여기서   는 자명하고 다음 식은 해 (2.1)이 역문제의 필요조건   

가 만족함을 보여준다.

                       

□

(정리 2.2) 조화평균  와 산술평균  는 역문제를 만족하며, 그 해는 다음

과 같다.

               (2.3)

증명. 와 를   를 만족하는 임의의 양수라 하자. 조화평균과 산술평균에 대한

역문제의 해는 다음 연립방정식과 같다.

  


  

  
  (2.4)

(2.4)의 두 번째 방정식에서 얻은 식     을 첫 번째 방정식에 대입한 후 정리

하면 다음 이차 방정식

      

을 얻고, 필요조건   를 만족하는 연립해 (2.3)을 얻는다. 다음 식은 해 (2.3)이

역문제의 필요조건   가 만족함을 보여준다.

                     

□

(정리 2.3) 조화평균  와 기하평균 는 역문제를 만족하며, 그 해는 다음

과 같다.

 

    

  

    

(2.5)

증명. 와 를   를 만족하는 임의의 양수라 하자. 조화평균과 기술평균에 대한

역문제의 해는 다음 연립방정식과 같다.

  


     (2.6)

식 (2.6)의 두 번째 방정식에서 양변을 제곱하고 얻은 식   



  을 첫 번째

방정식에 대입한 후 정리하면 다음 이차 방정식을 얻는다.

      

근의 공식을 통해   를 만족하는 해
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 

    

를 얻고 대응되는 연립해

  





    

를 얻는다.   는 자명하므로 다음 식

   

         

  

       

을 통해 해 (2.5)가 역문제의 필요조건을 만족함을 알 수 있다. □

[예제 2.4] 두 양수 과 를 생각하자. 이 입력에 대해 피타고라스 평균은 각각

  


,    그리고    


인 보다 크고 보다 작은 수를 출력한

다. 이에 반해, 정리 2.1, 정리 2.2 그리고 정리 2.3의 평균의 역문제들은 각각 서로

다른 세가지의 순서쌍의 수        ,         그리고

       으로 앞 자리는 보다 작은 수, 뒷 자리는 보다 큰 수를 출력

해준다.

Ⅲ. 유리 -산술평균과 관련된 역평균 문제

이 절에서는 유리 -산술평균과 관련된 역평균 문제를 살펴본다. 먼저, 정리 A의

산술평균과 유리 -산술 평균에 대한 역평균 문제를 생각해본다.

(정리 3.1) 


≤   일 때, 산술평균  와 유리 -산술평균  는 역문제

가 성립하지 않는다.

증명. 


≤   이면  ≤ 이다. 와 를   를 만족하는 임의의 양수라 하자.

산술평균과 유리 -산술평균에 대한 역문제의 해는 다음 연립방정식으로 나타난다.

 

  
      

    

(3.1)

식 (3.1)의 첫 번째 방정식에서 얻은 식    을 두 번째 방정식에 대입해서 

에 대해 정리하면 다음 이차 방정식을 얻는다.

              (3.2)

이차방정식 (3.2)의 판별식은         이고   을 만족하는 이차방

정식의 해

   


  

    
(3.3)
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를 얻고 이에 대응하는 연립해

   


  

    
(3.4)

를 얻는다. 이때,   를 만족할 필요충분조건은

       


  

    
  (3.5)

이고     이므로 간단한 계산에 의해 부등식 (3.5)는 다음 부등식과 필요충분조

건이다.

  


 


(3.6)

을 얻는다. 주어진 양수 에 대해    


로 두면 부등식 (3.6)을 만족하지 않는다.

따라서, 역평균의 필요조건   는 만족하지 않는다. □

(정리 3.2)   일 때, 유리 -산술평균  과 산술평균  는 역문제를 만

족하며, 그 해는 다음과 같다.

    


  

    
     


  

    
(3.7)

증명. 정리 3.1의 증명과 같은 방법에 의해   인 연립해 (3.7)을 얻는다. 식 (3.7)

의 두 번째 식으로부터 역평균의 필요조건   는 자명하고, 첫 번째 식에서 역평

균의 필요조건인   를 만족할 필요충분조건을 계산하면

  

 
 


(3.8)

을 얻는다.   이므로 부등식 (3.8)는 모든 양수 , 에 대해 성립하고, 따라서 연

립해 (3.7)의 역평균의 해이다. □

정리 A, 정리 B와 정리 C에서  ≥ 


이면  ≤ 임을 보았다. 다음은 조화평균

과 유리 -산술평균에 대한 역평균 문제를 조사해본다.

(정리 3.3)  ≥ 


일 때, 조화평균  와 유리 -산술평균  는 역문제를

만족하며, 그 해는 다음과 같다.

  

                  (3.9a)

  

                  (3.9b)

증명.  ≥ 


이면  ≤ 이다. 와 를   를 만족하는 임의의 양수라 하자. 조화

평균과 유리 -산술평균에 대한 역문제의 해는 다음 연립방정식으로 나타난다.
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  


     

    

  (3.10)

연립방정식 (3.10)을 풀기위해

        (3.11)

라 두면

           (3.12)

을 얻고, 방정식 (3.12)의 연립해는      또는

          


        (3.13)

이다. 방정식 (3.11)을  (  )에 대해 풀면

  

         

       (3.14)

이고, 식 (3.13)의 와 를 식 (3.14)에 대입하면 연립해 (3.9a)와 (3.9b)를 얻는다.

주어진 두 해가 역평균의 필요조건을 만족함을 보이면 증명이 완성된다.

   

                 

이고       이므로,   일 필요충분조건은

                   (3.15)

이고 좌변을 정리하면     로 항상 양수이므로, 부등식 (3.15)는 항상 참

이다. 따라서 역평균의 필요조건   를 만족한다. 유사하게

    

                  (3.16) 

이므로,  ≥ 일 때   이다.   일 때, 식 (3.16)로부터

                   (3.17)

이면   이다. 부등식 (3.17)의 좌변을 정리하면        로 항상 음

수이므로, 부등식 (3.17)은 항상 참이다. 따라서, 역평균의 필요조건   를 만족한

다. □

참고. 기하평균과 유리 -산술평균의 문제는 4차 방정식에 관한 문제로 중학교 과

정의 범위를 벗어나는 관계로 도전할 수 없었다.

Ⅳ. 연구결과 및 고찰

역평균 문제라는 것은, 부등식 관계를 갖는 두 평균  , ( ≤ )에 대해,

모든 양수 와 (  )에 대해 각각 평균  와  가 되는 두 수 와

가 항상 존재하는 지에 대한 논의이다. 본 연구에서는 피타고라스 평균들의

역평균 문제 및 유리 -산술평균과 피타고라스 평균들의 역평균 문제에 대해
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조사를 해보았다. 그 결과로써, 다음의 결과를 얻을 수 있었다.

∙ 기하평균 와 산술평균  는 역문제를 만족하며, 그 해는 다음과 같다.

              

∙ 조화평균  와 산술평균  는 역문제를 만족하며, 그 해는 다음과 같다.

              

∙ 조화평균  와 기하평균 는 역문제를 만족하며, 그 해는 다음과 같다.

 

    

  

    

∙ 


≤   일 때, 산술평균  와 유리 -산술평균  는 역문제가 성립하

지 않는다.

∙   일 때, 유리 -산술평균  과 산술평균  는 역문제를 만족하며,

그 해는 다음과 같다.

    


  

    
     


  

    

∙  ≥ 


일 때, 조화평균  와 유리 -산술평균  는 역문제를 만족하며,

그 해는 다음과 같다.

  

                  

  

                 

이번 연구를 통해 평균의 개념과 역평균 문제의 개념을 폭넓게 이해할 수 있었다.

앞으로 더 다양한 평균들을 공부해 본다면, 역평균 문제에 대한 추가적 연구결과를

낼 수 있을 것으로 기대된다.
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지도교수 : 김영호 (창원대학교 수학과)

초록: 피보나치수열은 기원전 인도 수학자들에 의하여 연구가 시작되었으며 1200년경 유럽

에 알려졌으며 그 후 연구자들에 의해 피보나치 수의 항등식 존재 여부가 계속 연구되었다.

본연구에서는 피보나치수열의 합을 쉽게 계산할 수 있는 일반항의 존재성에 관심을 두고 잘

알려지지 않은 점화식을 찾는 것을 관심의 대상으로 하였다.

고대 수학자들의 업적을 바탕으로 개발된 피보나치 수의 항까지 합의 일반항을 중심으로

홀수 번째 항의 합, 짝수 번째 항의 합에 대한 항등식을 찾아보고 또 다른 항등식의 패턴을

탐구하였다. 특히 연속된 피보나치 수 제곱의 합에 대한 일반항을 바탕으로 멀어지는 두 피

보나치 수의 곱에 대한 패턴과 피보나치 수 제곱의 합에 대한 패턴을 탐구하여 새롭게 표현

되는 피보나치 수 점화식을 찾았다. 또 항등식 패턴을 찾아가는 연구와 잘 알려지지 않는

항등식을 구하는 과정을 통하여 고대 수학자들의 피보나치수열 연구에 대한 열정과 수학의

계통성을 이해하고자 하였다.

Ⅰ. 서론 (또는 연구의 필요성 및 목적)

피보나치1)의 저서『산반서(Liber Abaci)』에는 특별한 수열을 다루고 있는데 이

수열을 그의 이름을 따서 피보나치수열이라 한다. 그러나 이 수열은 피보나치가 책

을 쓰기 훨씬 이전에 인도 지역에서 이미 알려져 있었다고 한다. 기원전 450년경

인도의 수학자 핑갈라(Pingala)2)의 책에 수록되어 있다고 하는데, 명시화된 기록으

로는 핑갈라의 책을 기반으로 한 ‘비라한카(Virahanka, 700년 경)’의 저서에 나타난

다고 한다. 불행히도 이 책은 소실되었다고 알려지지만 고팔라(Gopala, 1135년 경)3)

가 자신의 저서에서 다시금 ‘비라한카’를 인용함으로써 기록으로 남아 있다.

인도에서 시작된 연구가 1202년경에 피보나치가 쓴 저서 저서에 인용되어 서구 유

1) 이탈리아의 상인이며 수학자인 피보나치(Fibonacci; 1170~1250)는 중세 유럽의 대수학자이다. 1170

년 이탈리아 피사(Pisa)의 상업 중심지에서 태어나 '피사의 레오나르도(Leonardo)'라고 불리었다.

2) 아차랴 핑갈라(Acharya Pingala, 3~2세기 BC)는 산스크리트 운율에 관한 초기 논문인 샹다르슈스

트라(Pingala-sutras라고도 함)를 저술한 고대 인도의 수학자였다.

3) 고팔라(Resigned c. 750s–770s CE)는 인도 대륙 벵골 지역의 팔라 왕조의 시조였다
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럽에 잘 알려졌다고 하며, 그 책에서 피보나치는 갓 태어난 토끼 한 쌍의 번식 문

제로 이 수열을 설명했다. (네이버 지식백과 참고, [7]).

“들판에 갓 태어난 암수 한 쌍의 토끼가 있다. 토끼들은 한 달이 지나면 성숙하여

두 달의 끝부분에서 암컷이 암수 한 쌍의 토끼를 낳는다. 토끼들은 절대로 죽지 않

고, 암컷은 암수 한 쌍의 새끼를 둘째 달부터 계속해서 낳는다고 하면, 1년 후에는

얼마나 많은 토끼가 들판에 있을까”를 질문했다.

토끼의 수 증가와 관련된 피보나치 수는 수식으로 나타내면 다음과 같다.

  ,

여기서 은 피보나치수열의 번째 항을 나타낸다. 바로 앞의 두 수의 합으로 만

들어지는 것이 피보나치수열이며 처음 몇 개의 항은 다음과 같다.

0, 1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, 34, 55, ...

이 수열은 그 독특한 특성으로 유명하다. 여러 분야에서 활용되고 있으며, 예컨대

자연계에서 나타나는 현상이나 황금비 등과 연관이 있다. 또한, 피보나치수열은 황

금비(대략 1.618)에 수렴하는 성질을 지니고 있다. 피보나치 수는 단순한데도 수학

적인 규칙이 잘 드러나 있으며, 수학적인 사고력과 호기심 유발을 자극하는 주제로

생각된다.

본 사사 연구의 출발은 간단한 규칙에 따라 숫자가 나열되는 피보나치수열을 통해

수학적 패턴과 규칙을 더 잘 이해할 수 있고 수학뿐만 아니라 과학, 공학 등 여러

분야에서의 논리적 사고를 키우는 데 도움이 될 것이라는 판단에서 시작하였다.

여기서 탐구하고자 하는 주요한 연구 문제는 다음과 같다.

ü 피보나치 수 항까지의 합에 의한 기본 항등식 패턴 탐구,

ü 멀어지는 두 피보나치 수 곱 구성법 이해 및 패턴 탐구,

ü 피보나치 수 제곱의 합에 대한 새로운 항등식 점화식 찾아보기

ü 피보나치 수 항등식으로부터 새로운 항등식과 점화식 찾아보기

본 연구 목표는 피보나치 수의 합과 곱에 대한 항등식 이해를 바탕으로 최근 알려

진 항등식으로부터 새로운 항등식 패턴을 찾아보고 피보나치 수에는 어떤 것들이

숨어있는지 알아보는 것이다. 아울러 고대 수학자들의 피보나치수열 연구에 대한

열정을 느끼는 것이다. 나아가 알려진 피보나치수열 항등식과 더불어 잘 알려지지

않을 항등식을 탐구하고 새로운 패턴을 찾아보는 과정을 탐구하여 수학의 계통성을

이해하고자 한다.
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추가적인 목표는 숨어있는 피보나치수열 항등식을 발견하고 이를 해결하는 과정을

익히는 것은 수학 연구의 본질적인 방향이라 생각하면서 피보나치수열의 항등식 탐

구를 통하여 수학을 이해하고 수학적 사고력을 길러 보는 것이다. 나아가 피보나치

수열의 항등식 탐구는 학교 수학에서 깊이 다루지 않는 문제이기 때문에 본 사사

과정 탐구학습을 통하여 수학적 문제 해결 능력의 깊이를 더해줄 것이라 기대한다.

Ⅱ. 이론적 배경

피보나치수열은 수학에서 예기치 않게 자주 나타나기 때문에 피보나치수열만 전문

으로 하는 ‘피보나치 쿼트리’(Fibonacci Quarterly)라는 전용 저널이 있을 정도이다.

피보나치 수의 응용 프로그램에는 피보나치 검색 기술 및 피보나치 데이터 구조와

같은 컴퓨터 알고리즘과 병렬 및 분산 시스템을 상호 연결하는 데 사용되는 피보나

치 큐브라는 그래프가 포함되는 것으로 알려져 있다([6]). 피보나치 수는 자연에서

도 종종 나타나는데 예를 들면, 나무의 가지, 줄기의 잎 배열, 파인애플의 과일 새

싹, 아티초크의 개화, 솔방울의 포엽 배열과 같은 생물학적 환경에서 나타난다. 하

지만 모든 종에서 발생하는 것은 아닌 것으로 알려져 있다([3]).

또 피보나치 수는 또한 황금 비율과 밀접한 관련이 있다([1, 4]). ‘Binet의 공식’은 

번째 피보나치 수와 번째 수가 황금 비율로 표현됨을 설명하고 있다. 즉 두 개

의 연속 피보나치 수의 비율이 이 증가함에 따라 황금 비율이 되는 경향이 있음을

의미한다. 피보나치수열을 일반화할 수 있는데 피보나치수열의 정의와 비슷한 정의

를 가지면서 일반화된 수열이 ‘루카스 수열’(Lucas sequences)이다.([5]).

위키백과([5, 6])에서 피보나치수열은                 ≥ 으로

정의되어 있다. 여기서는 위키백과의 피보나치수열 정의를 이용하여 내용을 전개한

다.

첫 번째 피보나치 수부터 번째 항까지의 첫 번째 피보나치 수의 합이 번째

피보나치 수에서 1을 뺀 것과 같다는 다음 항등식이 나타난다. (참고, [1, 5, 6]).


  



       ≥  (2.1)

피보나치수열의 정의: 피보나치 수 은 다음과 같은 초기값 및 점화식으로 정

의되는 수열이다.

                ≥ 
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또 항등식(2.1)과 비슷한 항등식으로, 피보나치 수에서 또는 , 을 제외하고 위

치에 따라 합계를 그룹화하면 두 개의 항등식이 성립함이 나타난다.


  

  

    , (2.2)


  



      . (2.3)

위 첫 번째 항등식(2.2)은 홀수 번째 항들의 합은 번째 피보나치 수이고, 두 번째

항등식(2.3)은 첫 항이 인 짝수 번째 인덱스들의 합이 번째 피보나치 수에

서 1을 뺀 값이다. 아울러 첫 번째 피보나치 수의 제곱의 합은 번째 피보나치 수

와 번째 피보나치 수의 곱이 되는 아래 항등식이 소개되었다.


  




     . (2.4)

항등식(2.1)∼(2.4) 살펴본 바와 같이 피보나치수열에는 다양한 항등식과 점화식이

성립되는 이론적 배경을 가지고 있음을 알 수 있다.

Ⅲ. 연구 방법

3. 1. 피보나치 수의 합

피보나치 수의 항까지 합에 대한 아래 항등식을 소개하였다.(참고, [1, 5, 6]).


  



       ≥ 

이 항등식은 피보나치수열의 성질을 이용하여 증명됨을 알 수 있다. 그러나 이 항

등식을 다양한 방법으로 증명하거나 수정 보완할 수 있는 여지가 있어 보였다. 여

기에서는 수열의 성질 및 한 가지 대표적인 방법인 수학적귀납법을 사용하여 증명

한다.

또 항까지 합 항등식 외 다양한 항등식은 소개되어 있지 않아 좀 더 깊이 있게 조

사하여 새로운 항등식의 존재가 가능한지는 조사하고 증명하였다. 에서 출발하는

홀수 번째 항들의 합, 에서 출발하는 짝수 번째 항들의 합 등 아래 피보나치 수

의 합의 항등식


  



   , 
  



  , 
  



  , ... ...

을 조사하고 증명하였다.

3. 2. 멀어지는 두 피보나치 수 곱의 점화식

피보나치 수의 항까지 제곱의 합에 대한 아래 항등식이 나타난다. (참고, [5, 6, 7]).
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
  




    

이 항등식은 피보나치수열의 성질을 이용하여 증명될 것으로 판단되나 항등식의 증

명 과정이 자세히 소개되어 있지 않아 항까지 제곱의 합에 대한 항등식을 다양한

방법으로 증명하여 볼 여지가 있어 보였다. 여기에서는 수열의 성질 및 한 가지 대

표적인 방법인 수학적귀납법을 사용하여 증명한다. 또 이 항등식의 우변의 두 피보

나치 수의 곱에 주목하여 다른 표현의 점화식을 찾아보고자 하였다. 우변의 두 피

보나치 수의 곱의 패턴을 찾기 위해    대신 점차 멀어지는 두 피보나치 수의

곱에 대한 항등식

     ,      ,      , ... ... ,       

등을 조사하고 항등식이 성립하는지 수학적귀납법 등으로 증명하였다.

3. 3. 피보나치 수 제곱 합의 점화식

3.2절 ‘멀어지는 두 피보나치 수 곱의 점화식’은 항까지 제곱의 합에 대한 항등식


  




    

에서 출발하여 우변의 두 피보나치 수의 곱에 주목하였다. 여기서는 좌변의 피보나

치 수 제곱의 합에 주목하여 새로운 점화식 발견을 목표로 심화 연구를 하였다. 우

변의 두 피보나치 수의 다른 유형을 찾기 위해    대신 두 피보나치 수의 곱

에 대한 항등식


  




        , 

  




        , 

  




        , ... ... ,

등을 조사하였다. 또 항등식이 일반적인 점화식이 성립하는지 조사하였으며 이러한

항등식이 성립함을 수학적귀납법으로 증명하였다.

3. 4. 점화식으로부터의 항등식

3.1절 ‘피보나치 수의 합’에서는 피보나치 수의 항까지 합에 대한 항등식


  



       ≥ 

을 중심으로 피보나치수열의 성질을 이용하여 점화식을 유도하였다. 3.2절 ‘멀어지

는 두 피보나치 수 곱의 점화식’은 항까지 제곱의 합에 대한 항등식


  




    

에서 출발하여 우변의 두 피보나치 수의 곱에 주목하여 피보나치 수 제곱의 합의

점화식을 유도하였다. 여기에서는 3.1~3.3절에서 주목한 항등식
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
  



    , 
  



    , 
  




    

의 우변의 각 점화식에 주목하여 새로운 점화식 발견을 목표로 심화 연구를 하였

다. 우변의 두 피보나치 수의 다른 유형을 찾기 위해 아래 유형의 피보나치 수 항

등식


  



  , 
  



   , 
  




   ,      

 
  




 , ... ... ,

등의 일반적인 점화식이 성립하는지 조사하였으며 이러한 항등식이 성립함을 수열

의 성질 및 수학적귀납법으로 증명하였다.

Ⅳ. 연구 결과

4. 1. 피보나치 수의 합

이 절에서는 피보나치 수의 항까지 합에 대한 아래 항등식


  



       ≥  (4.1)

의 수학적 특성을 이해하고 이 항등식이 성립됨을 몇 가지 방법으로 증명하여 위키

백과([5, 6])에서 찾을 수 없었던 증명을 확인한다. 여기에서는 수열의 성질 및 수학

적귀납법을 사용하여 증명한다. 또 새로운 항등식의 존재 가능성을 탐구하고 좀 더

깊이 있게 조사 방법을 위해 기존 사사 논문([2])을 참고하여 연구한다.

[연구 1-1] 점화식                ≥  이 성립할 때, 다음 등

식이 성립됨을 확인하여 보자.


  

  

       ≥ 

[풀이 1] 피보나치 수 각 항이

                ≥ 

을 만족하므로 점화식은 다음과 같이 표현할 수 있다.

             

           


          ⋯  

따라서 위 식으로부터

  ⋯       

임을 알 수 있다.
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[참고 1] ‘연구 1-1’에서 피보나치 수에 대한 항등식 
  

  

      이 성립됨을

증명하였다. 여기서 우변의 피보나치 수   대신     등을 대입하여 새로

운 패턴을 찾아보면 아래와 같은 단순한 패턴


  

  

     ≥ 

이 존재함을 알 수 있었다.

다음은 피보나치 수의 항까지 합에 대한 아래 항등식에서 좌변의 피보나치 수 

대신  (홀수)을 대입하여 보면 다음 항등식을 얻을 수 있음을 보였다.

[연구 1-2] 점화식                ≥  이 성립할 때, 다음 등

식이 성립함을 확인하여 보자.


  



      ≥ 

[풀이 2] 수학적귀납법으로 증명하여 보자.

I)   인 경우

(우변)=
  



    , (좌변)=     

이므로 (좌변)=(우변)이 성립한다.

ii) 인 경우(귀납법 가정)

다음 항등식이 이 성립한다고 하자.

    
  

 

   ≥ 

iii)  인 경우


  



  
  

 

           

가 성립된다. 따라서 I), ii), iii)에 의하여 항등식 (1) 가 성립됨을 알수 있다.

[풀이] 피보나치 수 각 항이                 ≥  을 만족하므로

점화식은 다음과 같이 표현할 수 있다.

      

       

         


        ⋯  
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다음은 피보나치 수의 항까지 합에 대한 아래 항등식에서 좌변의 피보나치 수

 대신 (짝수)을 대입하여 보면 다음 항등식을 얻을 수 있음을 보였다.

[연구 1-3] 점화식                ≥  이 성립할 때, 다음 등

식을 만족하는 을 구하여 보자.


  



  

다음은 피보나치 수의 항까지 합에 대한 아래 항등식에서 좌변의 피보나치 수

 대신 (3의 배수), (4의 배수) 및 (5의 배수)을 대입하여 보면 다음 항등

식을 얻을 수 있음을 보였다.

[연구 1-4] 점화식                ≥  이 성립할 때, 다음 등

식을 만족하는 를 구하여 보자.


  



  

따라서 위 식으로부터

  ⋯        

임을 알 수 있다. 즉 다음과 같이 표현할 수 있다.


  



      ≥ .

[풀이] 피보나치 수 각 항이

                ≥ 

을 만족하므로 점화식은 다음과 같이 표현할 수 있다.


  



     ⋯ 

     ⋯    

 
  

  



이다. 한편 
  

  

     이므로


  



     

이 성립한다. 따라서     이다.
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[연구 1-5] 점화식                ≥  이 성립할 때, 다음 등

식을 만족하는 를 구하여 보자.


  



  

[풀이]

점화식은 다음과 같이 표현할 수 있다.


  



     ⋯ , ....... ①


  



      ⋯       ....... ②

①식과 ②의 양변을 더하면


  



        ⋯    

이다. 한편 
  



      이므로


  



  


   

이다. 즉   


   이다.

[풀이]

점화식은 다음과 같이 표현할 수 있다.


  



     ⋯ 

      ⋯     

우변을 고쳐 쓰면


  



       ⋯     

 
  



  
  



  
  



 

    
  



  
  



 

양변을 정리하면


  



  

     
  



 
이다. 즉   

    
  



 이다.
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[연구 1-6] 점화식                ≥  이 성립할 때, 다음 등

식을 만족하는 를 구하여 보자.


  



  

[참고 2] [연구 1-3∼1-6]의 결과를 참고하여 피보나치 수 중번째 배수 위치의 수

들의 합
  



에 대한 일반적인 우변의 패턴 가 존재하는지 찾아보고자 하였으

나 성공하지 못하였다.

4. 2. 멀어지는 두 피보나치 수 곱의 점화식

이 절에서는 피보나치 수의 항까지 제곱의 합에 대한 아래 항등식


  




     (4.2)

의 수학적 특성을 이해하고 이 항등식이 성립됨을 몇 가지 방법으로 증명하여 위키

백과([5, 6])에서 찾을 수 없었던 증명을 확인한다. 여기에서는 수열의 성질 및 수학

적귀납법을 사용하여 증명한다. 또 새로운 항등식의 존재가 가능한지는 좀 더 깊이

있게 조사하고 연구한다.

[풀이]

점화식은 다음과 같이 표현할 수 있다.


  



     ⋯ 

      ⋯     

      ⋯      

우변을 고쳐 쓰면


  



  
  



  
  



   
  





한편 
  



     이므로 양변을 정리하면


  



  

     
  



 
이다. 즉   

    
  



 이다.
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[연구 2-1] 점화식                ≥  이 성립할 때, 피보나치

수의 다음 항등식이 성립함을 확인하여 보자.


  




     .

[풀이 1]

피보나치 수의 각항이

                ≥ 

을 만족하므로 연속하는 두 피보나치 수의 곱은 다음과 같이 표현할 수 있다.

  

   

 
  

 
        

 
  

    



 
  

   
 ⋯



한편,       이므로 위 식을 정리하면


  

   
 ⋯


   

임을 알 수 있다. 즉 
  




     이 성립한다.

[풀이 2]

①   인 경우

(좌변)=
  



    , (우변)=     

이므로 (좌변)=(우변)이 성립한다.

②   인 경우(가정)


  




   

③   인 경우


  

 


  

  




 

     
           

가 성립된다.

따라서 ①, ②, ③에 의하여 항등식이 성립됨을 알 수 있다.
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다음은 항까지 제곱의 합에 대한 항등식 (4.2) 우변 두 피보나치 수의 곱에 주목하

여 ‘멀어지는 두 피보나치 수 곱의 점화식’을 찾아보고자 한다. 먼저 우변의 두 피

보나치 수의 곱    대신    ,    ,    , ... 등에 대한 새로운 항등식

을 얻을 수 있음을 보였다.

[연구 2-2] 점화식                ≥  이 성립하고 피보나치

수의 번째 항을   ≥  라 할 때, 다음 등식을 만족하는 을 구하여 보자.

    

[풀이]

피보나치 수의 각항이

                ≥ 

을 만족하므로 연속하는 두 피보나치 수의 곱은 다음과 같이 표현할 수 있다.

  

   

 
  

 
 

  






이 성립한다.

[연구문제 2-3] 점화식               ≥  이 성립하고 피보나

치 수의 번째 항을   ≥  라 할 때, 다음 등식을 만족하는 을 구하여 보자.

    

[풀이]

피보나치 수의 각항이

                ≥ 

을 만족하므로 연속하는 두 피보나치 수의 곱은 다음과 같이 표현할 수 있다.

  

      

        

         

 


  






이 성립한다.

[연구 2-4] 점화식                ≥  이 성립하고 피보나치

수의 번째 항을   ≥  라 할 때, 다음 등식을 만족하는 을 구하여 보자.
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    

[풀이]

피보나치 수의 각항이

                ≥ 

을 만족하므로 연속하는 두 피보나치 수의 곱은 다음과 같이 표현할 수 있다.

  

      

        

 
 

  







  






 


  






이 성립한다.

[참고 3] [연구 2-4]의 항등식 좌변 두 번째 피보나치 수의    대신   를

대입하면 새로운 항등식

    


  






을 얻는다. 따라서 ‘멀어지는 두 피보나치 수 곱의 점화식’을 유추해 보면 다음과

같은 항등식

     
 

  




  ≥ 

이 성립함을 짐작할 수 있다.

[연구 2-5] 점화식                ≥  이 성립하고 피보나치

수의 번째 항을   ≥  라 할 때, 다음 항등식을 만족함을 증명하라.

     
 

  




  ≥ 
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[풀이] 수학적 귀납법

①   인 경우

연속하는 두 피보나치 수의 곱은 다음과 같이 표현할 수 있다.

         
    

  
  






이 성립한다.

②    인 경우(가정)

     
 

  






③   인 경우

                    

  
 

  




    

  
 

  




  

  
  






     
   

  






  
 

  






가 성립된다. 따라서 ①, ②, ③에 의하여 항등식이 성립됨을 알 수 있다.

4. 3. 피보나치 수 제곱 합의 점화식

이 절에서는 3.2절의 ‘멀어지는 두 피보나치 수 곱의 점화식’은 항까지 제곱의 합

에 대한 항등식


  




    

에서 출발하여 좌변의 피보나치 수 제곱의 합에 주목하여 새로운 점화식 발견을 목

표로 하였다. 우변의 두 피보나치 수의 다른 유형을 찾기 위해    대신 두 피

보나치 수의 곱에 다른 항을 더한 패턴의 항등식


  




        , 

  




        , 

  




        , ... ... ,

등을 조사하였다. 또 항등식이 일반적인 점화식이 성립하는지 조사하였으며 이러한

점화식이 성립함을 수학적귀납법으로 증명할 것이다.
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[연구 3-1] 점화식                ≥  이 성립하고 피보나치

수의 번째 항을   ≥  라 할 때, 다음 등식을 만족하는 을 구하여 보자.


  




        .

[풀이]

[연구 2-2]의 결과는 다음과 같이 표현할 수 있다.

         
    

  
  




.

따라서


  




       



로 표현할 수 있다. 즉   
    이다.

[연구 3-2] 점화식                ≥  이 성립하고 피보나치

수의 번째 항을   ≥  라 할 때, 다음 등식을 만족하는 을 구하여 보자.


  




        .

[연구 3-3] 점화식                ≥  이 성립하고 피보나치

수의 번째 항을   ≥  라 할 때, 다음 등식을 만족하는 을 구하여 보자.


  




        .

[풀이]

[연구 2-3]의 결과는 다음과 같이 표현할 수 있다.

                       

 


  






따라서


  




       

  
  






으로 표현할 수 있다. 위의 결과
  




       

 를 적용하면


  




          

을 얻을 수 있다. 즉              이다.
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[풀이]

[연구 2-4]의 결과는 다음과 같이 표현할 수 있다.

                     

따라서


  




             

이다. 따라서                   

이다.

[연구 3-4] 점화식                ≥  이 성립하고 피보나치

수의 번째 항을   ≥  라 할 때, 다음 등식을 만족하는 을 구하여 보자.


  




       

[참고 4] [연구 3-1∼3-4] 번의 결과를 종합하면 
  




        와 같은 패턴

이 존재함을 알 수 있다. 우변 항까지 피보나치 수의 제곱의 합은 각각

      와 같이 표현하는 것이 가능할 것으로 짐작되어 다음과 같은 항등식이

성립함을 다음 연구[3-5]에서 증명한다.

              ⋯      

또는

[풀이]

[연구 10]의 결과는 다음과 같이 표현할 수 있다.

                 

            

위 식으로부터

               

이 얻어진다. 다시 정리하면

               

이고


  




                        

이다. 따라서

                

이다.
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
  




        

  

 

     ≥  .

[연구 3-5] 점화식                ≥  이 성립하고 피보나치

수의 번째 항을   ≥  라 할 때, 다음 등식이 만족 됨을 증명하라.

              ⋯       (4-3)

또는


  




        

  

 

     ≥  . (4-3′)

4. 4. 점화식으로부터의 항등식

이 절에서는 3.1절 ‘피보나치 수의 합’에서는 피보나치 수의 항까지 합에 대한 항

등식


  



       ≥ 

과 3.2절 ‘멀어지는 두 피보나치 수 곱의 점화식’은 항까지 제곱의 합에 대한 항등

식


  




    

에서 출발하여 우변의 두 피보나치 수의 곱에 주목하여 피보나치 수 제곱의 합의

[풀이] 수학적귀납법

①   인 경우

우변                   

이다. 따라서 (좌변)=(우변)이 성립한다.

②   인 경우(가정)

-              ⋯       

③   인 경우

먼저 우변을 계산하면

우변 
             ⋯             

                   ⋯             

           ⋯       

이다. 위 귀납법 가정에 의하여 우변     이 성립된다.

따라서 ①, ②, ③에 의하여 항등식이 성립됨을 알 수 있다.
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다른 유형의 점화식을 유도하였다. 즉 우변의 두 피보나치 수의 다른 유형을 찾기

위해 아래 유형의 피보나치 수 항등식


  



  , 
  



   , 
  




   ,      

 
  




 , ... ... ,

등의 일반적인 점화식이 성립하는지 조사하였으며 이러한 항등식이 성립함을 수열

의 성질을 증명하였다.

[연구 4-1] 점화식                ≥  이 성립하고 피보나치

수의 번째 항을   ≥  라 할 때, 다음 등식을 만족하는 을 구하여 보자.


  



     ≥ 

[풀이]

항등식 
  



     은 아래와 같이 전개된다.


  





        

      

      

      

    

여기서 맨 마지막 등식 우변의     을 다시 쓰면

             

      

     

로 쓸 수 있다. 같은 방법으로 위 맨 마지막 등식 우변     을 다시 전

개하여 보면

           

임을 알 수 있다. 위 식 우변 역시

           

와 같이 쓸 수 있다. 따라서 피보나치 수의 합 등식


  



   에서 우변 은 새로운 피보나치 수

                 

으로 나타남을 알 수 있다.
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[참고 5] 위 연구 4-1에서 등식 
  



    에서 우변은 다음과 같은 각각의

에 대하여 새로운 패턴


  



                

이 성립됨을 확인하였다.

[연구 4-2] 점화식                ≥  이 성립하고 피보나치

수의 번째 항을   ≥  라 할 때, 다음 등식을 만족하는 을 구하여 보자.


  



      ≥ 

[풀이]

항등식 
  



    은 아래와 같이 전개된다.


  



   

       

               

           

       

여기서 맨 마지막 등식 우변의     을 다시 쓰면

                 

      

로 쓸 수 있다. 같은 방법으로 위 맨 마지막 등식 우변      을 다시 전

개하여 보면

                   

임을 알 수 있다. 따라서 피보나치 수의 합 등식


  



      ≥  에서 우변  는 새로운 피보나치 수

              ,   ∣    로 나타남을

알 수 있다.
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[참고 6] 위 연구 4-2에서는 등식 
  



    에서 우변은 다음과 같은 각각의

에 대하여 새로운 패턴


  



              

이 성립됨을 확인하였다.

[연구 4-3] 점화식                ≥  이 성립하고 피보나치

수의 번째 항을   ≥  라 할 때, 다음 등식을 만족하는 을 구하여 보자.


  



  

[참고 7] 위 연구 4-3에서는 등식 
  



     에서 우변은 다음과 같은 각

각의 에 대하여 새로운 패턴


  



          

이 성립됨을 확인하였다.

[연구 4-4] 점화식                ≥  이 성립하고 피보나치

[풀이]

항등식 
  



     은 아래와 같이 전개된다.

        

      

      

     

같은 방법으로 위 맨 마지막 등식 우변     을 다시 전개하여 보면

           

임을 알 수 있다. 따라서 피보나치 수의 합 등식


  



     ≥  에서 우변  는 새로운 피보나치 수

           ,    ∣    로 나타남을

알 수 있다.
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수의 번째 항을   ≥  라 할 때, 다음 등식을 만족하는 을 구하여 보자.


  



  

[참고 8] 위 연구 4-4에서는 등식 
  



  


   에서 우변은 다음과 같은

각각의 에 대하여 새로운 패턴


  



  


       

이 성립됨을 확인하였다.

[연구 4-5] 점화식                ≥  이 성립하고 피보나치

수의 번째 항을   ≥  라 할 때, 다음 등식을 만족하는 을 구하여 보자.


  




  

[풀이]

항등식 
  



  


  은 아래와 같이 전개된다.

        

      

     

          

     

같은 방법으로 위 맨 마지막 등식 우변      을 다시 전개하여 보면

           

임을 알 수 있다. 따라서 피보나치 수의 합 등식


  



     ≥  에서 우변  는 새로운 피보나치 수

  


        ,    ∣    로 나타남

을 알 수 있다.

[풀이]

항등식 
  




    의 피보나치 수 은 아래와 같이 전개된다.
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[참고 9] 위 연구 4-5에서는 등식 
  




     에서 우변은 다음과 같은 각각의

에 대하여 새로운 패턴


  




              

이 성립됨을 확인하였다.

[연구 4-6] 점화식                ≥  이 성립하고 피보나치

수의 번째 항을   ≥  라 할 때, 다음 등식을 만족하는 을 구하여 보자.

 
  




     

≡

[풀이]

항등식

 
  




       ----- ①

의 피보나치 수 은 아래와 같이 전개된다.



         

        

     

       

    

같은 방법으로 위 맨 마지막 등식 우변      을 다시 전개하여 보면

              ----- ①

이다. 한편 피보나치 수   도 비슷하게 전개하면 다음과 같다.

                ----- ②

따라서 ①식과 ②식으로부터 피보나치 수 제곱의 합 
  




   에서 우변  는

새로운 피보나치 수는 각각의    ∣   에 대하여

              이 됨을 알 수 있다.
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[참고 10] 위 연구 4-6 에서는 등식  
  




     

 에서 우변은 다음

과 같은 각각의 에 대하여 새로운 패턴

 
  




             

이 성립됨을 확인하였다.

Ⅴ. 결론 및 제언

피보나치수열의 덧셈과 제곱 합에 관한 점화식의 연구 결과는 다양한 형태로 나타

났다. 아래에는 피보나치수열의 덧셈과 제곱 합에 관련된 몇 가지 점화식을 기반으

로 도출한 여러 항등식 중 주요한 결과를 나열하였다.

① 피보나치 수의 합:

피보나치 수의 합에서는 이미 알려진 피보나치 수에 대한 항등식


  

  

       ≥ 

이 성립함을 수열의 성질과 수학적귀납법으로 증명하여 항등식이 성립함을 확인하

였다. 또 에서 출발하는 홀수 번째 항들의 합, 에서 출발하는 짝수 번째 항들의



         

        

     

       

    

같은 방법으로 위 맨 마지막 등식 우변      을 다시 전개하여 보면

             

임을 알 수 있다. 따라서 ①식의 우변은

                

 
  




   모양에서 우변  는 새로운 피보나치 수

            ,         로 나타남

을 알 수 있다.
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합 등 아래 피보나치 수의 합의 다음과 같은 항등식이 성립함을 탐구하였다.


  



   , 
  



    , 
  



  


  ,


  



  

    
  



  , 
  



  

    
  



  .

② 멀어지는 두 피보나치 수 곱의 점화식:

멀어지는 주 피보나치 수 곱의 점화식에서는 피보나치 수의 항까지 제곱의 합에

대한 아래 항등식


  




    

의 특성을 이해하고 이 항등식이 성립됨을 수열의 성질 및 수학적귀납법을 사용하

여 증명하였다. 또 이 항등식의 우변의 두 피보나치 수의 곱에 주목하여 곱의 패턴

을 찾기 위해    대신 점차 멀어지는 두 피보나치 수의 곱에 대한 항등식

     ,      ,      , ... ... ,       

등을 조사하였다. 그 결과 멀어지지 두 피보나치 수의 곱에 대하여 다음과 같은 항

등식이 성립함을 증명하였다.

    
 

  




,     


  




,     


  




,

    


  




.

또 위 항등식에서 아래의 멀어지는 두 피보나치 수 곱의 점화식을 찾을 수 있었다.

     
 

  




  ≥  .

③ 피보나치 수 제곱 합의 점화식;

피보나치 수 제곱 합의 점화식에서는 항까지 제곱의 합에 대한 항등식


  




    

의 우변의 두 피보나치 수의 다른 유형을 찾기 위해    대신 두 피보나치 수

의 곱에 새로운 점화식을 발견을 목표로 다음과 같은 항등식을 얻었다.


  




       

 , 
  




           , 

  




              ,


  




                    .

위 결과로부터 
  




        와 같은 패턴이 존재함을 알 수 있었다. 우변 
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항까지 피보나치 수의 제곱의 합은 각각       와 같이 표현하는 것이 가능하

며, 따라서 다음과 같은 항등식이

              ⋯       또는


  




        

  

 

     ≥ 

이 성립함을 확인하고 수학적귀납법으로 증명하였다.

④ 점화식으로부터의 항등식:

점화식으로부터의 항등식에서는 피보나치 수의 점화식을 이용하여 얻어진 항까지

합에 대한 항등식 
  



    

과 항까지 제곱의 합에 대한 항등식 
  




     에서 출발하여 우변의 피보나

치 수의 표현에 주목하여 피보나치 수 합과 곱의 새로운 항등식을 유도하였다. 그

결과 피보나치 수의 합에 대한 우변의 피보나치 수의 합과 곱에 대한 몇몇 항등식

을 찾았다. 요약하면 아래와 같다.

연구를 진행하는 중, 참고 문헌([6])에서 “피보나치수열은 황금 비율과 밀접한 관련

이 있으며 피보나치 수는 또한 비슷한 점화식을 따르는 ‘루카스 수열’의 루카스 수

(Lucas numbers)와 밀접한 관련이 있다.”라고 소개되어 있으나 우리는 시간 관계상

이 부분의 탐구는 다음 기회로 미루기로 하였다.

기회가 되면 프랑스 수학자 자크 필립 마리 비네(Jacques Philippe Marie Binet)의

알려진 항등식(1∼3절) 합과 곱을 포함하는 항등식


  



       
  



                

         


  



     
  



                


  



       
  



                


  



  


     

  



  


            


  




     

  




        

 
  




       

  
  




                  
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이름을 따서 명명된 비네의 공식으로 알려지게 황금비와 피보나치 수 관계를 공부

하여 보고 싶다.

피보나치수열을 설명하는 또 다른 방법으로 행렬을 이용한 선형 차분 방정식의 2차

원 시스템이 있다고 간략하게 소개되어 있었으나 역시 우리의 이해를 넘어서는 문

제라서 아쉬움이 있었다. 수학을 전공하게 되면 다시 행렬의 차분 방정식 해법에

도전해 보고 싶다.

Ⅵ. 참고문헌

[1] 강흥식 외 3 번역, 이산수학 (Richard Johnsonbaugh, Discrete Mathematics), ㈜

교보문고, (1999)

[2] 김민준 외, 자연수 제곱 합 및 곱의 합에 대한 공식, 2021년도 창원대학교 과학

영재교육원 초등수학 사사반 논문집, (2021)

[3] 노주석, 김유라, 유명한 수명을 갖는 토끼에 의해 생성되는 피보나치수열의 점

화식, 과학영재교육, 10(1), pp. 55-61, (2018.4)

[4] 양영오, 김태호, 피보나치수열의 일반화에 관한 고찰, 학국수학사학회지, 제21권,

제4호, pp. 87-104, (2008. 11)

[5] https://ko.wikipedia.org/wiki/

[6] https://en.wikipedia.org/wiki/

[7] https://terms.naver.com/

- 130 -



수학A

09_소수를 활용한 효율적인 스포츠 트레이닝 

스케쥴

- 131 -





소수를 활용한 효율적인 스포츠 트레이닝 스케쥴

안다윗 (왕산중학교 3학년)

진 율 (관동중학교 2학년)

지도교수 : 김광훈 (강릉원주대학교 수학물리학부)

초록 : 추상적 수학 개념의 구체화를 통해 해당 개념의 실생활에서의 쓸모를 고민하는 일은

응용수학적 연구의 여러 가지 목적 중 하나이다. 본 논문에서는 소수라는 개념을 활용하여

‘효율적인 스포츠 트레이닝 스케줄 설정’이라는 목표를 설정하고 연구를 진행한다. 소수를

활용할 때와 그렇지 않을 때의 스케줄링의 효율성을 정량적으로 비교하기 위하여 여러 가지

운동에 대한 분산도를 지표로 설정한다. 두 경우에 유의미한 차이가 있음을 확인할 수 있고,

이를 통하여 소수라는 개념이 가지는 특성에 대하여 실질적 관점에서의 이해를 도모할 수

있다. 이와 같은 방식의 연구를 통해 수학적 개념의 학습 목표를 공고히 하고 능동적인 학

습과 질문 설정과 분석 등의 경험을 통하여 응용수학적 연구를 경험할 수 있다.

Ⅰ. 서론 

본 연구는 수학적 개념의 실생활 적용 가능성을 탐구함으로써, 특히 소수를 활용

한 다양한 응용 분야에 초점을 맞추고 있다. 이를 위해 저자들의 관심사를 바탕으

로, 소수의 개념을 이용하여 스포츠 트레이닝 스케줄을 효율적으로 구성하는 방법

에 대한 심층적 연구를 수행하였다. 본 논문의 핵심은 소수를 활용하여 스포츠 트

레이닝 스케줄을 최적화하는 방안을 제시하고, 이를 파이썬 프로그래밍을 통해 구

현하고 분석하는 것이다. 이 과정을 통해 소수라는 수학적 개념이 현실 세계의 다

양한 문제 해결에 어떻게 응용될 수 있는지를 보여주며, 이를 통해 수학적 이론의

실용성과 중요성을 강조한다.

Ⅱ. 이론적 배경

(1) 분산 표준편차

분산은 관측값이 평균으로부터 얼마나 흩어져 있는지를 나타내는 통계적 척도로,

수학적 분석에서 중요한 역할을 한다. 이는 각 관측값에서 평균을 뺀 후 제곱하여

평균을 낸 값으로 정의되며, 이의 제곱근이 표준편차이다. 표준편차가 작을수록 데

이터는 평균에 가깝게 집중되어 있음을 의미한다. 본 연구에서는 특히 스포츠 트레

이닝 스케줄의 최적화를 위해 이 개념을 활용하였다.
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(2) 소수와 서로소의 정의 및 간단한 성질

소수란 1보다 큰 자연수 중에서 오직 1과 자기 자신만을 약수로 가지는 수들을

말한다. 예를 들어, 2, 3, 5, 7 등이 있다. 소수의 중요한 성질 중 하나는 모든 소수

가 서로 소라는 점이며, 소수의 개수는 무한하다는 것이다. 반면, 서로소는 최대공

약수가 1인 두 개 이상의 양의 정수를 의미한다. 예로는 5와 7, 4와 9 및 25 등이

있다. 서로소인 수들의 최소공배수는 그 수들의 곱과 같다.

(3) 소수를 쉽게 구할 수 있는 방법

본 연구의 핵심 내용 중 하나가 소수인 만큼, 소수를 쉽게 찾는 방법을

소개한다. 이는 에라토스테네스의 체 방법을 활용한다.

- 범위 설정: 소수를 찾고자 하는 범위 내의 모든 숫자를 나열한다.

- 첫 번째 소수 선택: 가장 작은 소수(일반적으로 2)를 선택한다.

- 선택된 소수의 배수 제거: 선택된 소수의 배수를 모두 제거한다. 이 때, 소수

자신은 제외한다.

- 다음 소수 찾기: 목록에서 제거되지 않은 가장 작은 숫자를 새로운 소수로

선택한다.

- 새로운 소수의 배수 제거: 새로운 소수의 모든 배수를 목록에서 제거한다.

- 반복: 위의 과정을 범위 내에 더 이상 새로운 소수를 찾을 수 없을 때까지

반복한다.

- 소수 목록 완성: 반복 과정을 마치고 남은 숫자들이 해당 범위 내의 모든

소수이다.

이 알고리즘은 범위 내의 소수를 체계적으로 찾는 데 유용하며, 수학적 개념을

실제 문제 해결에 적용하는 좋은 예시가 된다.

(4) 소수를 실생활에서 사용하는 예

소수가 실생활과 무관할 것이라는 통념과 달리, 소수는 실제로 다양한 분야에서

활용된다. 특히 RSA 암호화 알고리즘에서 소수의 중요성이 드러난다. 이 알고리즘

은 두 소수 p와 q를 기반으로 하며, p-1과 q-1과 서로소인 정수 e를 이용한다.

N=pq를 계산한 후, N과 e를 공개한다. RSA 암호의 해독 과정은 N과 e만으로 p와

q를 추론해야 하며, p와 q가 서로소이기 때문에 이 과정이 어려워진다. 이처럼 소수

는 암호학과 같은 실생활 분야에서 중요한 역할을 한다.
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Ⅲ. 연구방법

본 연구에서 트레이닝 스케줄 설정의 주요 목표는 두 가지로 정의된다. 첫째, 각

운동을 충분히 실행하여 운동 효과를 극대화하는 것이며, 둘째, 운동을 고르게 분배

하여 근육의 회복 시간을 적절히 고려하는 것이다. 이 두 정성적 가치를 반영하기

위해, '각 운동의 평균 운동 횟수'와 '운동 횟수의 표준편차'라는 정량적 지표를 설

정한다.

분석 과정에서는 파이썬 프로그래밍 언어와 다양한 라이브러리의 활용이 중요한

역할을 한다. 필수 라이브러리로는 matplotlib.pyplot, numpy, math, pandas가 사용

된다. 프로그램 작성과정은 여러 번의 디버깅과 수정을 필요로 했으며, 이 과정에서

오픈소스 교육 자료를 통해 자발적 학습 자료를 다수 활용하였다.

본 연구는 운동 효과와 균형 잡힌 스케줄링을 정량적으로 평가하는 데 중점을 둔

다. 이를 위해 파이썬을 사용하여 데이터를 분석하고 그래프를 그리는 등의 방법으

로 시각화와 정량화 등의 과정이 사용되었다. 이러한 과정을 통해, 운동 스케줄을

최적화하는데 수학과 프로그래밍의 융합이 어떻게 활용될 수 있는지를 알 수 있다.

Ⅳ. 연구결과

(1) 주제 선택 이유:

본 연구는 소수, 스포츠, 트레이닝이라는 공통된 관심사에서 출발하였다. 브레인

스토밍을 통해 '소수를 활용한 효율적인 스포츠 트레이닝 스케줄'이라는 주제가 선

정되었는데, 이는 수학적 개념을 실생활에 적용할 수 있는 흥미로운 주제라고 생각

되었기 때문이다.

(2) 문제상황:

바쁜 일상 속에서 건강을 유지하기 위해 운동을 선택하는 현대인들에게 적절한

운동 스케줄링의 중요성은 명백하다. 너무 강도 높게 계획된 스케줄은 일상에 방해

가 될 수 있고, 반대로 너무 여유로운 스케줄은 효과를 보지 못한다. 이에 본 연구

에서는 효율적인 스케줄링 방법을 연구하여 이를 해결하고자 하였다.

(3) 소수와 서로소의 활용:

파이썬 프로그램을 이용해 31일 동안의 스포츠 트레이닝 스케줄을 분석하였다.

모든 운동을 배우기 때문에 모든 운동을 실행하도록 가정한 첫 번째 날을 제외한

모든 날들에 대해 평균 운동 횟수와 표준편차를 산출 하였으며, 이를 통해 소수 기

반 스케줄이 합성수 기반 스케줄보다 효율적임을 밝혀내었다. 표 1에 제시한 바와

같이 평균값은 각각 0.74, 0.76로 큰 차이가 없었지만, 표준편차는 소수를 이용한 스

케줄에서 더 낮게 나타나, 운동의 분배가 더 고르게 이루어졌음을 알 수 있다.

- 135 -



표 2 소수와 합성수를 활용한 스케줄링에 관한 정량적 비교 

또한 파이썬 프로그램의 코딩 결과와 실행 결과를 비교한 자료를 통하여 소수 기

반 스케줄이 합성수 기반 스케줄에 비해 운동의 분배가 균일하게 이루어졌음을 그

림 2, 3을 통해 시각적으로 확인할 수 있다. 특히, 합성수 기반 스케줄에서는 특정

날에 3개의 운동을 해야 하는 경우가 '4일'이었지만, 소수 기반 스케줄에서는 그러

한 날이 없었다는 점이 주목할 만하다. 이러한 분석을 통하여 수학적으로 효율적인

스케줄 계획을 도출할 수 있었다.

그림 1 소수를 활용한 스케줄링 시각화 결과 
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그림 2 합성수를 활용한 스케줄링 시각화 결과  

Ⅴ. 결론 및 제언

본 논문에서는 ’트레이닝 스케줄 설정을 효율적으로 하려면 어떻게 해야 하는가?’

에 대하여, 이를 수학적 방법으로 해결할 수 있는 한 가지 방법을 제시하고자 하였

다. 중학교 교육과정을 크게 벗어나지 않는 선에서 ‘소수’라는 개념을 이용하여 접

근하였다. 운동 효과를 나타내는 ‘각 운동의 평균 운동 횟수’를 유사하게 설정한 상

태에서 운동의 효율성을 나타내는 ‘각 운동의 운동횟수의 표준편차’가 적은 트레이

닝 스케줄이 보다 이상적이라고 판단할 수 있다. 트레이닝 스케줄을 소수와 합성수

간격으로 설정했을 때의 결과를 정량적, 시각적으로 비교하였다. 구체적으로 소수를

이용하여 스케줄을 짰을 때의 결과와 합성수를 이용하여 스케줄을 짰을 때의 평균

값은 0.74와 0.76으로 차이가 거의 없었지만 표준편차의 경우는 0.7과 1.06으로 상당

한 차이를 보임을 확인할 수 있었다. 소수를 활용한 경우에 운동 효과는 비슷하지

만 보다 고르게 각 운동이 배치가 되었음을 확인할 수 있었다. 이를 통하여 소수로

스케줄을 계획하였을 때, 운동을 겹치게 하는 날의 수가 많이 줄어들게 되어 신체

에 과도한 부하를 주지 않으며 운동을 진행할 수 있음을 확인하였다.

이 논문은 효율적인 트레이닝 스케줄을 수학적으로 설계하는 방법에 대해 탐구하

였다. 소수라는 중학교 수학 개념을 활용하여 스케줄을 계획함으로써, 운동 횟수를

균일하게 분배하는 이상적인 방식을 찾았다. 운동 효과는 유사하게 유지하면서도,

운동 분배의 균형을 더 잘 맞출 수 있었다. 소수를 기반으로 한 스케줄은 운동의

중복을 줄여, 무리 없이 지속 가능한 운동 계획을 가능하게 하였다.

이 연구는 소수의 활용을 통해 수학적 이론을 실제 문제에 적용할 수 있는 가능
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성을 보여주었다. 그러나 제안된 방식이 최선인지에 대해서는 더 논의하고 연구할

필요가 있다. 소수와 합성수의 다양한 조합을 통해 더 효율적인 스케줄을 탐색할

수 있는 여지가 있다. 또한, 모든 운동을 시작하는 첫째 날이라는 가정에 대한 대안

적인 접근법에 대해서도 추가연구가 이루어질 수 있다.

이 연구는 수학의 실용적 적용을 이해하고, 문제 해결 과정을 경험하는 기회가

되었기에 또한 의의를 가진다. 수학적 개념을 적용하고, 가설을 설정하며, 결과를

분석하고 시각화하는 과정을 통해 학습할 수 있었다.

(파이썬 코드)

본 연구를 진행하여 작성한 코드를 아래에 제시한다.
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일반 파스칼 행렬의 분해

최지수 (오마중학교 2학년)

지도교수 : 김도진 (동국대학교 수학과)

초록: 파스칼 행렬은 이항계수를 행렬의 원소로 구성된 무한 행렬을 뜻한다. 이러한 행렬은 

격자 경로(lattice path)의 수로 표현될 수 있다. 기존의 격자 경로에 대각선 경로를 추가하

여 얻어지는 일반 파스칼 행렬의 분해를 수학적 귀납법을 이용하여 증명하였다.

Ⅰ. 서론

이항계수    


   …을      


 


   … ⋯ ⋆

의 점화식을 바탕으로 하여 삼각형 모양으로 나타낸 것을 파스칼 삼각형이라고 한다.

 


 
  



 
  

  


 
  

  
  



 
  

  
  

  


 
  

  
  

  
  


⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮


 

  
   

    
     
⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮

[파스칼 삼각형]  

이러한 파스칼 삼각형을 이용하여 행렬()의 번째 성분을 이항계수 
로 나타낸 행렬을 파스칼 삼각행렬()이라고 한다.

 











 
  

  
  


⋯

 
  

  
  


⋯

 
  

  
  


⋯

⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋱













     ⋯
     ⋯
     ⋯
     ⋯
     ⋯
⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋱

- 143 -



무한 차원인 파스칼 삼각행렬에서 번째부터 번째까지의 행과 열을 선택하여 

얻은 ×크기의 행렬을 이라고 한다.

 











 
  

  
  


⋯  

n

 
  

  
  


⋯  

n

 
  

  
  


⋯  

n
⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋱ ⋮

 n
  n

  n
  n


⋯  n

n n  ×n 

,  











      
      
      
      
      
      
       ×

특히 행렬 의 번째 성분 을 이항계수 
  또는 

 로 나타낸 행렬

을 대칭 파스칼 행렬이라고 하며 ×크기의 대칭 파스칼 행렬을 이라

고 표현한다.

 











 
  

  
  


⋯

 
  

  
  


⋯

 
  

  
  


⋯

⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋱













     ⋯
     ⋯
     ⋯
     ⋯
     ⋯
⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋱

,  











     
     
     
     
     
      ×

이러한 대칭 파스칼 행렬()은 파스칼 삼각행렬()로 다음과 같이 분해된다.

      
   ⋯

파스칼 삼각형은 다양한 방법으로 설명할 수 있으며 특히 격자 이동(Lattice

Path)을 이용하여 나타낼 수 있다. 우리는 일반 격자 이동에서 대각선 격자 이동을 

추가하여 일반 파스칼 행렬을 만들고 이를 파스칼 행렬을 이용하여 분해하고자 하

며, 수학적 귀납법을 이용하여 이를 증명하고자 한다.

Ⅱ. 이론적 배경

아래와 같이 맨 아래 왼쪽의 꼭짓점 에서 꼭짓점 으로 오른쪽(→), 위쪽

(↑) 방향으로 격자점을 따라 이동하여 얻을 수 있는 최소의 경우의 수는  


로 

나타난다.
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특히 우리는 대각선 방향으로 개의 경로를 아래와 같이 추가하여 격자점 이동

을 생각해 볼 수 있다. 이렇게 추가된 개의 대각선을 바탕으로 하여 일반화된 무

한 행렬  를 만들고 이 행렬의 분해를 생각해 본다.

먼저 ×크기의 일반 파스칼 행렬 


의 번째 성분 
은 다음

과 같이 나타낼 수 있다.


  

  

minij

 
  

  
  

 



그리고 행렬 


은 다음과 같은 점화식을 만족한다.

1. 
  

  
  

  

2. 
  

 


  

 


  



여기서 우리는 수학적 귀납법이라고 하는 증명 기법을 이용하고자 한다. 증명하

고자 하는 식이 수열과 같이 특정 미지수 이 자연수(또는 0부터 시작하는 정수)에 

따라 그 값이 결정되면, 이론상 우리는 모든 값을 대입해 식이 성립하는지 확인해

야만 한다. 하지만 실질적으로 그것은 불가능하므로, 다음과 같은 방법을 생각한다.

1.   (또는 가장 작은 )에서 식이 성립한다.

2.     ≥ 에서 성립한다고 가정하고,   일 때 성립한다.

위의 두 명제가 참이 되면 우리는 주어진 식이 모든 에 대해 성립한다고 할 수 

있다. 이러한 방식의 증명을 수학적 귀납법이라고 한다.

Ⅲ. 연구 결과 및 증명

정리. 일반 파스칼 행렬 


는  
  


로 분해된다.

여기에서 


은 다음과 같은 대각행렬을 의미한다.


 











    ⋯ 
    ⋯ 

    ⋯ 

⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋱ ⋮

    ⋯ n
n  ×n 
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(증명)

  먼저   일때 
      




이므로 자명하다. 

  다음으로   일때 
  


임을 가정하자. 

  이제  
 




 


  

 
   × 로 정의한다. 이는 1행 1열의 값은 1, 그 오른

쪽과 아래쪽은 모두 0, 나머지 ×의 부분은 


로 이루어진 행렬임을 

의미한다. 이때의 0은 모든 항이 0인 × 행렬이다.

  I 절과 Ⅱ 절에서 언급된 점화식들을 활용하기 위해 아래와 같은 행렬 를 도입한다.

 











  ⋯  

  ⋯  
  ⋯  
⋮ ⋮ ⋱ ⋮ ⋮
  ⋯     × 

  이 행렬 는 역행렬이 존재하며, 그 역행렬은 다음과 같다.


  











   ⋯ 
   ⋯ 
   ⋯ 
⋮ ⋮ ⋮ ⋱ ⋮
   ⋯    × 

즉 각 항이 1로 이루어진 하삼각행렬이 된다.

  I 절의 점화식 ⋆에 의해

   



 


 

 

가 성립한다. 또한

 
  

     



 


 

 


가 성립한다. 따라서

      



 


 

 




  수학적 귀납법의 목표에 따라  
    

  
 가 성립함을 보여야 하므로 양변의 

좌측에  
 

를, 우측에  
 

를 곱한다. 즉

      
 




 


 

 


  
    

 



 


 

 
  

 

  우변에 해당하는 행렬의 각 항을 살펴보면

 
 




 


 

 
  

  


 
  

 


  

 


   

 

가 Ⅱ절의 점화식 2번에 의해 성립한다.

  즉  
    

  
 이 성립하므로 수학적 귀납법에 의하여 모든   …에 
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대하여 
  




임이 증명되었다. □

IV. 결론 및 제언

일반 파스칼 행렬
을 수학적 귀납법을 이용하여 파스칼 행렬()과 대각행렬

(
)을 이용하여 분해를 증명하였다. 즉 대각선이 개 추가된 격자의 경로상에서

의 최소 경로의 경우의 수를 모아보면 비교적 단순한 이항계수로 이루어진 행렬과 

특정 수의 거듭제곱으로 이루어진 대각행렬로 표현할 수 있음을 시사한다. 특히, 

  일 경우 우리가 알고 있는 파스칼 행렬의 분해(  
)가 됨을 알 수 있

다.

Ⅴ. 참고문헌

1. 수학자가 들려주는 수학 이야기-24파스칼이 들려주는 수학적 귀납법 이야기,자

음과 모음,김정하

2. Introductory Combinatorics (5thEdition),   Richard A. Brauldi.

3. Linear algebra of Pascal matrices by Lindsay Yates, 2014 

https://www.gcsu.edu/sites/files/page-assets/node-808/attachments/yates.pdf
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11_정수 계수 부정방정식의 음이 아닌 정수해의 

개수를 위한 조합적 계산에 대한 연구
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정수 계수 부정방정식의 음이 아닌 정수해의

개수를 위한 조합적 계산에 대한 연구

박시우 (서울월촌초등학교 6학년)

지도교수 : 박만구 (서울교육대학교 수학교육학과)

본 연구에서는 조합론 중에 주어진 조건을 만족하는 대상의 수를 세는 것을 목표로 알려

져 있는 계수적 조합론을 사용하여 정수 계수 부정방정식을 케이스를 줄여서 가짓수를 셀

수 있도록 함으로써 음이 아닌 정수해의 개수를 위한 하나의 알고리즘으로 제시해 보고자

한다. 연구 문제를 중심으로 적합한 문제 모형을 만들어 합동식과 비교 분석을 통해 조합적

계산의 효과를 확인 후 각 문제 모형에서 보여주는 공통된 풀이 과정을 분석하여 새로운 알

고리즘을 고안하는 것을 목적으로 했다. 계수적 조합론 방법으로 정수 계수 부정방정식의

음이 아닌 정수해의 개수를 위한 조합적 알고리즘을 적용한 결과, 부정방정식에서 주로 하

고 있는 방법인 합동식으로 수행할 때보다 나눠야 할 케이스를 줄이는 효과를 보였고 효율

적인 시간 내에 계산 실수 가능성이 없는 단순하면서도 실용적인 방법이 되었다.

Ⅰ. 서론

1. 필요성 및 목적

부정방정식은 근이 너무 많아서 일정한 해가 정해지지 않은 대수방정식이다. 합동

식을 이용하면 숫자를 줄여서 간단하게 풀 수는 있지만 간단하게 만든 후에 나눠야

할 케이스가 많고 계산 방법이 복잡해지기 때문에 더러 맞는 계산인지 판별조차 힘

들다.

저자가 경험한 예로는 부정방정식의 자연수 혹은 음이 아닌 정수의 순서쌍의 개

수를 합동식으로 구할 때, 처음에 법을 몇으로 나누어야 하는지 떠올리기가 어려웠

다. 법 m으로 하고 나눈 나머지를 n으로 하면 좌변에 문자로 이루어져 있는 식과

km+n이 같다. 좌변에 한 문자를 두고 우변에 나머지 문자와 숫자를 둔 후 주어진

부정방정식에 대입한다는 것을 생각해 내는 것이 어려웠다. 게다가 좌변에 한 문자

의 범위를 기준으로 케이스를 정하는데 이 또한 생각하기 어렵고 케이스를 나눈다

고 해도 그 케이스가 너무 많기 때문에 계산 실수 등을 할 확률이 높았다.

그리고 김희재(2005)는 “부정방정식은 아주 적은 몇 가지 형태의 문제만이 고정

적인 풀이 형식을 가지고 있으며 대부분의 문제들은 서로 다른 해결방법을 융통성

있게 적용해야하는 경우가 많다.”라고 설명하였다(p.58). 부정방정식은 대수식을 그
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목적과 상황에 맞게 변형하는 것이 중요하므로 최대한 조건을 만족하는 해의 개수

를 세는 것을 만족하도록 케이스를 줄여서 가짓수를 셀 수 있다면 순서쌍의 개수를

구할 때 긍정적인 영향을 주게 될 것이다.

본 연구에서는 조합론 중에 주어진 조건을 만족하는 대상의 수를 세는 것을 목표

로 알려져 있는 계수적 조합론(enumerative combinatorics)을 사용하여 정수 계수

부정방정식을 정하고 케이스를 줄여서 가짓수를 셀 수 있도록 함으로써 음이 아닌

정수해의 개수를 위한 하나의 알고리즘으로 제시해 보고자 한다.

2. 가설

“정수 계수 부정방정식에서 자연수 혹은 음이 아닌 정수의 순서쌍의 개수를 구할

때 계수적 조합론을 이용하면 합동식보다 나눠야 할 케이스를 줄이는 효과가 있

다.”라는 가설을 세우고 가설을 확인하기 위한 연구문제를 중심으로 적합한 문제모

형을 만들어 검증한다.

3. 연구문제

1) 일차부정방정식의 자연수 혹은 음이 아닌 정수의 순서쌍 개수를 구하는 방법에 조합적

계산의 연관성은 어떠한가?

2) 일차부정방정식 계수의 조건에 따라 조합적 계산방법에 미치는 영향이 있을 것인가?

3) 조합적 계산 또는 합동식 이용에 따라 일차부정방정식의 자연수 혹은 음이 아닌 정수의

순서쌍 개수를 구하는 과정에서 어떠한 차이가 있을 것인가?

4) 동일 차수 부정방정식의 음이 아닌 정수의 순서쌍 개수를 구하는 방법에 조합적 계산의

연관성은 어떠한가?

5) 각 차수가 다른 부정방정식은 조합적 계산 방법에 미치는 영향이 있을 것인가?

Ⅱ. 이론적 배경

1. 부정방정식[ indeterminate equation, 不定方程式 ]의 기본 개념

부정방정식은 근이 너무 많아서 일정한 해가 정해지지 않은 대수방정식을 말한다.

일반적으로 미지수의 개수보다 식의 수가 적으면 근이 무수히 많은 부정이 된다.

미지수의 개수보다 식의 수가 많으면 근이 생기지 않을 수 있다. 미지수의 개수와

식의 수가 같으면 방정식을 풀 수 있다고 알려져 있다. 디오판토스의 방정식이라고

도 한다. 방정식 x2＋y2＝z2을 만족하는 정수, 즉 피타고라스의 수를 구하는 문제나

페르마의 문제 또는 예로부터 생각되었던 변과 넓이가 모두 유리수가 되는 삼각형
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이나, 브라마굽타가 만든 변과 대각선의 길이가 모두 유리수인 사각형 등은 모두

부정방정식의 문제이다.

방법

부정방정식론의 특징은 통일적 이론의 구성이 곤란했다는데 있었는데, 오히려 곤

란했기 때문에 깊이 있는 여러 해법이 연구되었다고 할 수 있다. 이들 해법의 대표

적인 것을 분류하면 다음과 같다.

① 합동식을 이용하는 방법, ② 연분수를 이용하는 방법,

③ 대수적 정수론의 응용, ④ 국소체론의 응용, ⑤ 수의 기하학에의 응용,

⑥ 디오판토스 근사의 응용, ⑦ 계산기의 응용 등이다.

힐베르트의제10문제

D.힐베르트는 1900년 파리의 국제수학자회의에서 23개의 수학문제를 제출하였는

데, 그 중의 제10번째는 임의로 주어진 부정방정식의 정수해가 존재하느냐 존재하

지않느냐 하는 것을 유한회의 조작으로서 판정할 수 있는 방법을 구하라는 문제였

다. M.데이비스, H.푸트넘, J.로빈스 등의 연구결과를 바탕으로 하여 Y.마티야셰비치

가이 문제에 대하여 부정적 해결을 하였다. 즉, 해가 있느냐 없느냐를 판정하는 방

법이존재하지 않는 그러한 부정방정식이 실제로 있다는 것이었다.

2. 합동식[ congruent expression, 合同式 ]의 기본 개념

두 정수 a, b의 차가 정수 p의 배수일 때 a와 b는 p를 법으로 하여 합동이라 하

고, 이것을 a≡b(mod p) 또는 a≡b(p)의 식으로 표시하는데, 이 식을 칭한다.

두 정수(整數) a, b의 차가 정수 p의 배수일 때 a와 b는 p를 법으로 하여 합동이

라 하고, 이것을 a≡b(mod p) 또는 a≡b(p)로 표시하고 이 식을 합동식이라 한다.

합동식을 쓰면 정수 a가 정수 p로 나누어떨어진다는 것을 a≡0(mod p)로 쓸 수

있다. 예를 들면 10≡1(mod 3), 50≡1(mod 7), 15≡0(mod 5)는 합동식이다.

또 정수를 계수로 하는 n차인 다항식을 f(x)라 할 때, f(x)≡0(mod p)라는 형의

방정식을 n차인 합동방정식이라고 하며 이것을 만족시키는 정수를 그 해라고 한다.

예를 들면, x2－1=0(mod 8)의 해는 1,3,5,7,…이다. 이와 같은 방정식에서는 x2－2≡

0(mod 3)과 같이 해를 가지지 않는 것도 있다.

3. 조합수학(조합론 combinatorics)의 기본 개념

조합론 또는 조합수학은 유한하거나 가산적인 구조들에 대하여, 어떤 주어진 성질

을 만족시키는 것들의 가짓수나 어떤 주어진 성질을 극대화하는 것을 연구하는 수

학 분야이다.
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분류

조합론에서는 다양한 종류의 조합론적 구조들을 다루며, 이들은 다음을 들 수 있다.

•순열과 조합. 이들을 세는 문제는 12정도라는 이름으로 체계화되어 있다.

•집합의 분할, 특히 자연수의 분할

•문자열(영어: word)

•부분 순서 집합은 순서로 생각할 수 있는 관계를 부여한 집합이며, 특수한 경우

로 전순서 집합이나 격자 등이 있다. 이들을 연구하는 분야를 순서론이라고 한다.

•그래프는 일련의 꼭짓점들과 이들 사이를 잇는 변들로 구성된 조합론적 구조이

다. 이들을 다루는 분야를 그래프 이론이라고 한다.

•매트로이드는 그래프를 일반화한 개념이다.

•유한 기하(영어: finite geometry)는 유한한 수의 점과 선 등으로 구성된 기하학

적 공간이다. 이에 대하여 다양한 열거 문제를 고려할 수 있다.

•계획(영어: design)은 원래 통계학의 실험계획법에서 유래한 개념이다. 라틴 방

진이 이의 특수한 경우이다. 계획 이론은 유한 기하학과 코드 이론(영어: coding

theory)과 밀접하게 연관되어 있다.

조합론은 다루는 대상 대신 사용하는 기법 또는 목표로서 분류할 수도 있다.

•계수적 조합론(영어: enumerative combinatorics)은 주어진 조건을 만족하는 대

상의 수를 세는 것을 목표로 한다.

•해석적 조합론(영어: analytic combinatorics)은 해석학적 기법을 조합론에 응용

하며, 보통 주어진 대상의 정확한 수보다는 이들의 수의 점근적 공식(영어:

asymptotic formula)을 목표로 한다. 계승의 스털링 공식이 대표적인 예이다.

•극대 조합론(영어: extremal combinatorics)은 주어진 조건을 만족시키는 대상

가운데 "가장 큰" 또는 "가장 작은" 것 따위의 문제를 다룬다. 극대 그래프 이론은

그래프 이론에서 중요한 연구 분야의 하나이다. 다른 방향으로, 램지 이론도 이에

속한다.

•위상수학적 조합론(영어: topological combinatorics)은 그래프 따위의 조합론적

구조에 위상을 주어, 보르수크-울람 정리나 호몰로지 대수학을 조합론적 문제에 응

용한다. 로바스 라슬로는 보르수크-울람 정리를 사용하여 크네저 그래프(영어:

Kneser graph)에 대한 크네저 추측을 증명하였다.

4. 선행 연구 분석

1) 선행 연구 분석 및 연구의 독창성

① 학술연구정보(RISS) 검색: 한국교육학술정보원에서 운영하는 서비스 리스에서

‘부정방정식’, ‘합동식’, ‘조합 수학’으로 검색한 결과, 본 연구와 관련 있는 연구물을

중심으로 분석한 결과는 다음과 같다.
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저자명 제목 (1) 선행연구1 내용

오승열

2012

부정방정식

사례 연구

부정방정식이 학교 현장에서 다루어지고 있는 정도를 알아보고, 부정방

정식이 들어간 여러 문항 분석을 통해서 부정방정식의 특성을 분석하

여, 공식이나 전형적인 해법 이외의 다양한 방법으로 해결할 수 있는

사례를 알아본다.

분석

내용

① 방정식이 제시된 상황에 따라서 식을 변형하거나 인수분해, 법, 홀짝성, 판별식, 근

과 계수 관계 등 다양한 방법을 이용하여 문제를 해결.

=> 부정방정식의 다양한 풀이에 관한 연구.

② 대수식을 그 목적과 상황에 맞게 변형하는 것은 많은 문제를 해결하는 기본적인 방

법

=> 부정방정식의 대부분의 문제들은 여러 가지 다양한 해결방법을 융통성 있게 적용해

야 함.

저자명 제목 (2) 선행연구2 내용

김유리

2005

합동식과

그 응용

합동식의 기본성질과 일차 합동식의 해법, 연립 일차 합동식의 해법을

설명해주는 중국인 나머지 정리를 살펴본다. 합동식 응용에 관한 몇 가

지 문제를 연구한다. .중고등학교 과정에서 다루어지는 합동개념에 대해

조사해보고, 이러한 개념이 더욱 발전하여 대학과정에서는 어떻게 심화

되어 소개되고 있는지 알아본다.

분석

내용

① 나눗셈 판정법과 퀼트 디자인의 예술을 알아보고, 바코드, 주민등록번호, 운전면허번

호, 여권번호, ISBN 등

=> 합동식의 응용에 관한 연구.

② 합동식의 단순한 계산 뿐 만아니라 그 개념이 실생활에서 어떻게 응용되는지 연구

=> 실습을 통해 합동 개념을 습득, 수학이 일생생활에 직접적으로 응용되는 것을 실감.

저자명 제목 (3) 선행연구3 내용

김효정

2011

중ㆍ고등

학교 교과

과정

에서

합동식과

부정방정식에

대한 고찰

우리나라 대학능력평가시험이나 모의수능평가에서는 부정방정식의 내용

은 아주 미미하고 혹은 부정방정식을 해결해야만 하는 문제의 경우 아

주 기초적인 유형만을 다루고 있다. 정수론과 부정방정식의 내용이 현

재 <미지수가 2개인 일차방정식>이라는 한 절로 소개되어 연립방정식

의 해를 구하기 전에 자연수범위에서 일차 방정식의 여러 가지 해를 구

해보는 정도로 언급되고, 부정방정식이라는 단원이 소개 되지 않은 채

각종 문제지들에 문제를 자연수 혹은 실수 등의 조건에서 부정방정식을

해결하는 유형으로만 소개되고 있다.

분석

내용

① 다양한 수학적 사고 능력을 신장하기 위해 부정방정식이 교과과정에 구성되어야 할

필요성

=> 현 교과에서 부정방정식을 학습하는 것에 관한 연구.

② 부정방정식을 합동식을 이용하거나 다른 여러 가지 해법을 통해 문제를 해결

=> 부정방정식 내용으로도 여러 가지 창의적인 수학적 활동을 할 수 있음.
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저자명 제목 (4) 선행연구4 내용

김기정

2010

합동식과

그 응용에

관한 연구

정수론의 합동식의 기본개념을 정리하고 합동식이 실생활에 활용되는

사례를 수집함으로서, 향후 합동식의 교육에 있어 실생활에 활용되는

사례 소개를 통하여 학습자의 동기를 유발할 수 있는 자료를 제시하고

자 한다. 적절한 학습방법을 제시하여 수학을 즐길 수 있도록 할 수 있

다면 수학 수업에 변화를 주어 학습에 대한 관심과 흥미를 유도할 수

있을 것이다. 합동식, 기약잉여계, 오일러의 정리, 페르마의 정리, 일차

합동식, 연립일차합동식, 중국인의 나머지 정리 등 합동과 합동식에 관

한 기본 개념을 알아본다.

분석

내용

① 통신문의 오류검색, 배수 판정법, 검사숫자, 대진표, RSA암호, RSA전자서명, 별모양

디자인 등.

=> 합동식이 실생활에서 응용되고 있는 사례.

② 학습단원과 관련된 학생의 관심과 수준에 적합한 학습 자료 제공

=> 수학 수업에 변화를 주어 학습에 대한 관심과 흥미를 유도.

저자명 제목 (5) 선행연구5 내용

백창숙

2010

고등학교

‘순열과 조합’

단원에서

조합론적

증명 방법을

도입한

수업 지도

방안 연구

교과서에 다루고 있는 순열과 조합 단원에 실려 있는 여러 가지 정리와

문제를 살펴보면 기계적인 풀이와 방법이 주를 이룬다. 순열과 조합 단

원은 무엇보다도 직관이 필요한 영역이다. 직관이라는 것은 수학적인

아이디어가 있을 때, 그 기능을 발휘한다. 따라서 학생들에게 단순 한

기계적인 풀이보다는 근본을 이루는 수학적인 아이디어를 심어주는 교

수법을 사용하는 것이 좀 더 효율적이고, 학생들의 흥미도 유발시킬 수

있을 것이다. 순열과 조합의 역사와 조합론적 증명의 정의, 조합론적

논증에 의한 문제해결 전략을 유형별로 살펴본다. 대학 과정에서 배운

순열, 조합의 내용이 교과서에 어떻게 소개되어있는지 살펴보고, 다른

점을 비교․분석한 후, 교과서의 ‘순열과 조합’ 단원에서 다루고 있는

증명방법과 조합론적 증명 방법을 비교한다.

분석

내용

① 순열과 조합 단원을 지도하는데 있어 교과서에 제시되고 있는 증명 방법과 다른 조

합론적 증명 방법을 도입

=> 수업에 활용할 수 있는 본시 학습 지도안과 학생 활동지를 제시함.

② 문제형태를 암기하는 것이 아니라 문제를 논리적으로 판단

=> 조합론적 증명은 기존의 대수적 조작에 의존하는 등식의 증명에서 벗어나

창의적이고 수학적으로도 매력적인 등식의 증명.

저자명 제목 (6) 선행연구6 내용

오은주

2007

조합수학

지도에 관한

연구

조합수학은 어떤 조건을 만족하도록 개체들을 배열하는 방법 또는 패턴

들의 개수를 세거나 연구하는 분야로서 이산수학의 중요한 부분이다.

즉, 조합은 특별한 이론적 체계를 갖추는 수학분야이기 보다는 수학의

분야에 관계없이 비정형적인 문제를 해결할 때 흔히 나타내는 상이 한

패턴에 대한 개수를 구할 때 많이 쓰이며 전산 및 기타 과학의 여러 분

야와 밀접하게 관련되어 있다. 조합수학의 이론적 배경, 조합의 역사,

조합의 정의, 조합의 다양한 성질들을 살펴보고 대수적, 조합론적인 방

법으로 각각의 성질들을 증명했다.

분석

내용

① 조합론적인 방법과 대수적인 방법 두 가지로 각각 증명

=> 조합과 관련된 여러 성질 이해.

② 주어진 대상에서 일부를 선택하는 과정 및 결과

=> 조합수학의 성질을 활용하여 문제 해결이 가능하다.
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② Google학술검색(scholar) 구글스칼라에서 ‘indeterminate equation’, ‘congruent

expression’, ‘combinatorics’으로 해외 논문과 학술지를 검색한 결과, 본 연구와 관

련 있는 연구물을 중심으로 분석한 결과는 다음과 같다.

저자명 제목 (7) 선행연구7 내용

영국리버풀

 대학교  

과학 

및  

공학 

Fac

2022

Integer

Solution for

a Class of

Indeterminat

e Equations

부정방정식의 발견 이후 수학자들은 보편적인 해법을 찾기를 희망

해왔지만, 불행하게도 아직까지 고정되고 통일된 방법은 존재하지 

않는다. 본 논문에서는 부정방정식 x^2+4^k=4y^n의 해법을 선행연

구와 법칙의 추론 및 일반화를 바탕으로 설명한다. 이는 이 특정 

부정방정식에 대한 일반화된 솔루션을 제공한다. 오늘날 디오판투

스방정식을 풀기 위한 통일된 방법이 없기 때문에 정수 해에 대한

조사는 종종 이전 연구와 결합되어야 한다. 

이 논문은  x^2+4^k=4y^n(k=1,2  n=3,5)형식의 부정방정식에 대한 

정수해 문제 연구에 정수의 가우스 링과 합동 이론을 적는데 중점

을 둔다. 첫 번째 섹션에서는x^2+4^k=4y^n(n=3, k=1 및 2)의 정수

해를 분석한다. 두 번째 섹션에서는 x^2+4^k=4y^n의 정수 해를 분

석한다. 여기서 n=5, k=1,2이다. 세 번째 섹션에서 x^2+4^k=4y^n과 

처음 두 섹션의 결과를 연구하여 특별한 경우의 정수 해의 분포 규

칙을 제공한다. 이 연구는 특정 사례의 이해를 위해 지역 분포 법

칙을 일반화하여 이러한 종류의 문제 분류에 대한 논의를 단순화하

고 다른 사람들의 후속 심층 연구를 위한 대안 아이디어를 제공.

분석

내용

① 이 논문에서는 모든 부정방정식이 x=1(mod2)및 x=0(mod2)에서 논의될 수 있다

는 결론을 내렸다.

=> 첫 번째 시나리오에 대해서는 논의를 위한 템플릿이 제공되며, 두 번째 시나리

오에서는 2k‑1=n인 경우에만 정수 해(x,y)=(±2^k,3)만 존재할 수 있다.

② 단점은 이러한 특수 부정방정식의 해 패턴을 찾았음에도 불구하고 ‘k’와 ‘n’이 

커질수록 이를 푸는 데 필요한 연산 수가 변경된다.

=‘k, n’이 ‘무한대’ 경향이 있고 ‘k n’이 큰 경우 작업 횟수를 예측하기 어렵다.

③ 앞으로 저자는 계산을 예측 가능하고 실행 가능하게 만들기 위해 ‘k, n’ 연산을

단순화하거나 분류 논의 횟수를 줄이는 방법을 연구할 것이다. 저자는 보다 일반적

인 해법을 찾기 위해 현재 연구에서 상수의 범위를 넓힐 수 있는 방법을 찾고자 

한다.
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저자명 제목 (8) 선행연구8 내용

Eshim

Murotovich

Mardonov

2019

About teaching

students to methods

of solving problems

by combinator

수학 학교 과정을 공부할 때 조합 문제를 해결하기 위한 

기술 형성의 몇 가지 측면을  보여줍니다. 수학에는 요소

가 다른 집합을 사용할 수 있도록 요구하고 특정 규칙에 

따라 형성된 요소의 가능한 모든 조합 수를 세는 문제가 

많이 있습니다. 이러한  문제를 조합론이라고 하며 이러한

 문제를 해결하는 데 관련된 수학 분야를 조합론이라고 

합니다. 예를 들어 학생들과 함께 문제를 해결할 때 2,3,5

를 사용하여 두 자리 숫자의 수를 셀 수 있으며 선택을 

통해 정확히 9개의 숫자(22,23,32,22,23,32,33,25,35,52,53,55)

따라서 두 번의 독립적인 실험을 수행하는 과정에서 가능

한 모든 옵션의 수를 찾으려면 다음의 결과를 찾아야 한

다는 것을 학생들이 이해하는 것이  중요합니다. 예를 들

어 여러 다른 숫자, 숫자가 반복될 수 있는 4자리 홀수를 

구성하려면 가능한 모든 옵션이 먼저 첫 번째 숫자에 대

해 계산된 다음 두 번째 숫자에 대해 계산됩니다. 결국 이

러한 가능한 모든 옵션이 곱해지고 문제에 대한 해결책이

 얻어집니다. 예를  들어, 숫자 1, 3, 5, 7, 9로 구성된 두 

자리 숫자의 수를 찾을 때 다음을 찾습니다. 숫자 1의 경

우:  11, 13, 15, 17, 19, 숫자 3의 경우: 31, 33, 35, 37, 39, 

숫자 5의 경우: 51, 53, 55, 57, 59 각 자리마다 2자리 숫자

 5개씩 총 25개가 됩니다. 이 패턴은 52= 25로 볼 수 있습

니다. 따라서 이 패턴을 계속하려면 이 다섯 자리 숫자로 

세  자리 숫자가 어떻게 구성될 수 있는지, 그 숫자가 반

복될 수 있는지 확인하세요. 가설 53= 125. 그것이 사실일

까요? 이제 학생들은 이가설을 테스트하는 것이 문제 해

결을 위한 다양한 옵션을 찾는 여러 실험에 대한 곱셈 규

칙을 테스트하는 방식으로 관련된다는 점을 분명히 알 수

 있습니다.

분석

내용

① 숫자의 공식을 논의할 때, 이 숫자 순서의 규칙성을 스스로 찾아내고 특정 값에

대해 올바른지 확인하는 것이 좋다.

1.수식에 따라 숫자의 위치와 유형을 기준으로 특정 숫자를 찾는 데에는 숫자의 

위치와 유형이라는 두 가지 매개변수가 있다.

2.이 숫자가 어떤 종류의 숫자에 속하는지 알아보기 위해 숫자로 역 문제를 해결.

② 일상생활에서, 우리는 종종 하나가 아닌, 여러 가지 다른 해결책을 가진 문제들

에 직면한다.

=> 올바른 선택을 하기 위해서는 어떤 것도 놓치지 않는 것이 매우 중요

=> 이렇게 하려면 가능한 모든 옵션을 반복한다. 

=> 이러한 문제를 조합론이라고 함.
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저자명 제목 (9) 선행연구9 내용

Constantinescu,

Alexandru

2020

Hilbert Functions

A connection

between algebra,

geometry and

combinatorics

Matroids는 독립의 일반적인 개념을 추상화하여 도입되었다.

이러한 조합 구조를 정의하는 방법에는 여러 가지가 있다.

이 작업의 목적을 위해 매트로이드를 특정 유형의 단순 복합

체로 생각하는 것이 가장 편리하다. 대략적으로 말하면, 매트

로이드는 최대 면이 유한 차원 벡터 공간의 기저에 대한 교

환 속성과 유사한 교환 속성을 충족하는 추상 단순 복합체이

다. Cohen‑Macaulayness는 매트로이드의 h‑벡터가 힐베르

트 함수(유한한 경우 O‑수열 또는 M‑수열이라고도 함)임

을 암시한다. Matroids의 Hilbert 함수에 대한 가능한 설명은

Stanley [Sta77]에 의해 추측되었다. Stanley는 매트로이드의

페이스 링이 Cohen‑Macaulay 그 이상, 즉 수평임을 증명했

다. Stanley의 결과는 매트로이드의 h‑벡터가 Artinian 수준

대수 브라의 Hilbert 함수임을 의미한다. Stanley의 추측은

동일한 힐베르트 함수를 갖는 단항 아르티니안 대수

(monomial Artinian algebra)도 존재한다고 말한다. 이러한

대수의 힐베르트 함수를 순수 O‑수열이라고 한다. 이를 정

의하는 조합적 방법, 즉 순수 다중 복합체의 f‑벡터도 있다.

분석

내용

① 투영 변량의 경우 힐베르트 다항식의 정도가 변량의 차원

=> 투영 곡선을 다룰 때 오직 두 개의 계수만이 존재하며, 계수는 곡선의 정

도와 속을 결정하여 내포된 곡선의 위상 분류를 제공.

② 리만-로흐 공식은 적합한 종류의 모듈에 대한 힐베르트 다항식 계산에서

발생

=> 힐베르트 함수는 1970년대에 조합론으로 발전. 교환 고리를 사용한 스탠

리의 상한 추론 증명은 이 분야의 영구적인 플레이어로서 교환 대수와 이산

기하학 사이의 연결을 확립한 그 시기의 하이라이트 중 하나였다.

③ 매트로이드의 h-벡터에 대한 스탠리의 추측은 힐버트 함수 사이의 다른

수학적 영역인 조합 설계 이론, 실제 대수 기하학, 열대 기하학, 최적화 및

근사 이론 사이의 하나의 연결이다.
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Ⅲ. 연구 방법

선행연구 조사결과, 학술연구정보서비스 리스(RISS)와 Google 학술검색(scholar)에

서 국내 및 해외 검색 결과, 본 연구와 같이 조합적 성질을 이용한 부정방정식에 관

련된 연구는 없음. 즉, 본 연구의 필요성을 확인할 수 있다.

1. 연구 대상

‘정수 계수 부정방정식에서 자연수 혹은 음이 아닌 정수의 순서쌍의 개수를 구할

때 계수적 조합론을 이용하면 합동식보다 나눠야 할 케이스를 줄이는 효과가 있다.’

라는 가설을 세우고 가설을 확인하기 위한 연구문제를 중심으로 문제모형을 만들어

검증한다. 이때, 일차부정방정식, 동일 차수 부정방정식, 각 차수가 다른 부정방정식

으로 구분하여 확인한다.

2. 연구 방법

일차부정방정식에서 계수적 조합론 방법과 합동식 방법을 비교분석하여 가설을

확인하고 조합적 계산의 풀이 패턴을 분석하여 하나의 알고리즘을 고안한다.

일차부정방정식에서 계수의 조건, 미지수의 조건과 무관하게 앞에서 고안한 알고

리즘의 적용 가능성을 확인한다. 이때 각 계수의 차이가 1과 1이 아닌 경우, 미지수

를 2개와 3개로 차이를 두고 10개의 문제 모형을 만들어 검증한다.

마지막으로 동일 차수 부정방정식과 각 차수가 다른 부정방정식의 문제 모형 2개

를 만들어 검증하고 앞에서 고안한 알고리즘의 적용 가능성을 확인한다.

1) 일차부정방정식의 자연수 혹은 음이 아닌 정수의 순서쌍 개수를 구하는 방법에 조합적

계산의 연관성은 어떠한가?

① 각 계수의 차이가 1인 경우 자연수 순서쌍의 개수 [부록VI-1]

<예제1-1> 40x+41y+42z=2431일 때 자연수 순서쌍 (x, y, z)의 개수를 구하는 과정에서

합동식으로 접근하지 않고 조합적 계산으로도 풀 수 있을까?

② 각 계수의 차이가 1이 아닌 경우 자연수 순서쌍의 개수 [부록VI-2]

<예제1-2> 40x+42y+47z=2431일 때 자연수 순서쌍 (x,y,z)의 개수를 구하는 문제로 바뀐

다면 조합적 계산으로는 풀 수 없지 않을까?

③ 각 계수의 차이가 1인 경우 음이 아닌 정수 순서쌍의 개수 [부록VI-3]

<예제1-3> 40x+41y+42z=2431일 때 음이 아닌 정수 순서쌍 (x,y,z)의 개수를 구하는 문

제로 바뀐다면 조합적 계산으로 풀 수 없지 않을까?

2) 일차부정방정식 계수의 조건에 따라 조합적 계산방법에 미치는 영향이 있을 것인가?
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<예제2-1> 40x+41y+42z=2431일 때 자연수 순서쌍 (x, y, z)의 개수를 구하는 과정과

40x+42y+47z=2431일 때 자연수 순서쌍 (x, y, z)의 개수를 구하는 과정에서 합동식으로 접

근하지 않고 조합적 계산으로 접근할 때 그 방법은 동일할까? [부록VI-4]

3) 조합적 계산 또는 합동식 이용에 따라 일차부정방정식의 자연수 혹은 음이 아닌 정수의

순서쌍 개수를 구하는 과정에서 어떠한 차이가 있을 것인가?

① 미지수가 적으며 각 계수의 차이가 1인 경우 [부록VI-5]

<예제3-1> 40x+41y=2431일 때 자연수 순서쌍 (x, y, z)의 개수를 구하는 과정에서 합동

식으로 푸는 방법과 조합적 계산으로 푸는 방법 중 어느 것이 더 단순한가?

<예제3-2> 40x+41y=2431일 때 음이 아닌 정수 순서쌍 (x, y)의 개수를 구하는 과정에

서 합동식으로 푸는 방법과 조합적 계산으로 푸는 방법 중 어느 것이 더 단순한가?

② 미지수가 많으며 각 계수의 차이가 1인 경우 [부록VI-6]

<예제3-3> 40x+41y+42z=2431일 때 자연수 순서쌍 (x, y, z)의 개수를 구하는 문제로 바

뀐다면 구하는 과정에서 합동식으로 푸는 방법과 조합적 계산으로 푸는 방법 중 어느 것이

더 단순한가?

<예제3-4> 40x+41y+42z=2431일 때 음이 아닌 정수 순서쌍 (x, y, z)의 개수를 구하는

문제로 바뀐다면 구하는 과정에서 합동식으로 푸는 방법과 조합적 계산으로 푸는 방법 중

어느 것이 더 단순한가?

③ 미지수가 많으며 각 계수의 차이가 1보다 큰 경우 [부록VI-7]

<예제3-5> 40x+42y+47z=2431일 때 자연수 순서쌍 (x, y, z)의 개수를 구하는 과정에서

합동식으로 푸는 방법과 조합적 계산으로 푸는 방법 중 어느 것이 더 단순한가?

<예제3-6> 40x+42y+47z=2431일 때 음이 아닌 정수 순서쌍 (x, y, z)의 개수를 구하는

과정에서 합동식으로 푸는 방법과 조합적 계산으로 푸는 방법 중 어느 것이 더 단순한가?

4) 동일 차수 부정방정식의 음이 아닌 정수의 순서쌍 개수를 구하는 방법에 조합적 계산의

연관성은 어떠한가?

① 동일 차수 2이상, 각 계수의 차이가 1이상인 경우 음이 아닌 정수의 순서쌍의 개수

[부록VI-8]

<예제4-1>       일 때 음이 아닌 정수의 순서쌍 (k, l, m)의 개수

를 구하는 과정에서 합동식으로 접근하지 않고 조합적 계산으로도 풀 수 있을까?(단, n≥2)

5) 각 차수가 다른 부정방정식은 조합적 계산 방법에 미치는 영향이 있을 것인가?

① 각 차수의 차이가 있는 경우 음이 아닌 정수의 순서쌍의 개수 [부록VI-9]

<예제5-1>       일 때 음이 아닌 정수의 순서쌍 (k, l, m)의 개수를

구하는 과정과       일 때 음이 아닌 정수의 순서쌍 (k, l, m)의 개수를

구하는 과정에서 합동식으로 접근하지 않고 조합적 계산으로 접근할 때 그 방법은 동일할

까?
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Ⅳ. 연구 결과

연구문제1. 일차부정방정식의 조합적 계산의 연관성

일차부정방정식에서 자연수 혹은 음이 아닌 정수의 순서쌍 개수를 구할 때 계수

적 조합론을 적용할 수 있음을 확인했다. 연구결과, 계수적 조합론을 이용한 알고리

즘을 고안할 수 있게 되었다. ‘처음에 주어진 항이 x, y, z인 부정방정식의 좌변을

가장 작은 계수로 묶은 후 그다음으로 작은 계수로 묶는 과정을 반복한다. 계수 뒤

에 괄호 안에 문자들의 합을 각각 다른 문자로 치환한다. ex) x+y+z=a, y+z=b, z=c

단, a≥b≥c≥0이므로 그 문자들 중 가장 큰 문자 a의 범위를 기준으로 케이스를

나누고 순서쌍(a, b, c)의 개수를 구한다. 이때 음이 음이 아닌 정수 순서쌍(a, b, c)

의 개수는 음이 아닌 정수 순서쌍(x, y, z)의 개수와 같으므로 음이 아닌 정수 순서

쌍(x, y, z)의 개수를 구할 수 있다.’

연구문제2. 일차부정방정식 계수의 조건에 따라 조합적 계산에 미치는 영향

일차부정방정식에서 계수의 조건이 달라져도 연구문제1에서 고안한 알고리즘을

적용할 수 있음을 확인했다.

① 40x+41y+42z=40(x+y+z)+(y+z)+z=2431이므로 x+y+z=a, y+z=b, z=c로 치환하면

40a+b+c=2431이다. 이때, x>0, y>0, z>0이므로 a>b>c>0이다. 그러므로 a의 범위를

좁힐 수 있어 범위를 줄여 자연수 순서쌍(a, b, c)의 개수를 구할 수 있다. 이때, 자

연수 순서쌍(a, b, c)의 개수는 자연수 순서쌍(x, y, z)의 개수가 같으므로 자연수 순

서쌍(x, y, z)의 개수를 구하는 방법과 같다. 40x+42y+47z=40(x+y+z)+2(y+z)+5z=2431

이므로 x+y+z=a, y+z=b, z=c로 치환하면 40a+2b+5c=2431이다. 이때, x>0, y>0, z>0

이므로 a>b>c>0이다. 그러므로 a의 범위를 좁힐 수 있어 범위를 줄여 자연수 순서

쌍(a, b, c)의 개수를 구할 수 있다. 자연수 순서쌍(a, b, c)의 개수는 자연수 순서쌍

(x, y, z)의 개수가 같으므로 자연수 순서쌍(x, y, z)의 개수를 구하는 방법은 a, b,

c의 계수만 다를 뿐이지 a의 범위를 구하여 케이스를 줄여서 문제를 푸는 방법은

동일하다.

연구문제3. 일차부정방정식의 조합적 계산과 합동식의 풀이과정 비교

일차부정방정식에서 계수의 조건, 미지수의 조건과 무관하게 연구문제1에서 고안

한 알고리즘을 적용할 수 있음을 확인했다. 계수적 조합론을 이용하면 합동식보다

나눠야 할 케이스를 줄이는 효과가 있음을 확인했다.

① 부정방정식의 미지수가 적으며 각 계수의 차이가 1이고 자연수 또는 음이 아

닌 정수 순서쌍의 개수를 구하는 문제는 합동식을 이용하는 방법과 조합적 계산을

이용하는 방법은 둘 다 단순하다.

② 부정방정식의 미지수가 많으며 각 계수의 차이가 1이고 자연수 순서쌍의 개수

를 구하는 문제를 합동식으로 풀 때, 40x+41y+42z≡z-x≡2431≡12(mod 41)이므로
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z-x=41k+12(단, k는 정수)라 둔 후, z의 범위, x의 범위, y의 범위 모두 알고 있으

므로 z의 범위에 따라 x, y의 값을 구할 수 있는데 이 부정방정식의 z의 범위가 1

이상 57이하이므로 나눠야 할 케이스는 총 57가지이다. 그런데 이 경우는 너무 많

으므로 계수적 조합론을 이용하는 방법을 적용했다. 40x+41y+42z=40(x+y+z)+(y+z)+z=2431

이므로 x+y+z=a, y+z=b, z=c라 하면 40a+b+c=2431이다. 이때, x>0, y>0, z>0이므로

a>b>c>0이다. a의 값은 58이나 59, 60밖에 되지 않아 나눠야 할 케이스는 총 3가

지이다. a의 범위를 좁힐 수 있어 범위를 줄여 자연수 순서쌍(a, b, c)의 개수를 구

할 수 있다. 이때, 자연수 순서쌍(a, b, c)의 개수는 자연수 순서쌍(x, y, z)의 개수가

같으므로 자연수 순서쌍(x, y, z)의 개수를 합동식을 이용하는 것보다 비교적 단순

하게 구할 수 있다. 음이 아닌 정수 순서쌍 개수를 구할 때도 동일한 결론이 나왔다.

③ 부정방정식의 미지수가 많으며 각 계수의 차이가 1보다 크고 자연수 순서쌍의

개수를 구하는 문제를 합동식으로 풀 때, 40x+42y+47z≡5z-2x≡2431≡37(mod 42)

이므로 5z-2x=42k+37(단, k는 정수)라 둔 후, z의 범위, x의 범위, y의 범위 모두

알고 있으므로 z의 범위에 따라 x, y의 값을 구할 수 있는데 이 부정방정식의 z의

범위가 1이상 51이하인 홀수(왜냐하면 만약 z가 짝수면 좌변은 40x, 42y, 47z가 모

두 짝수가 되어 40x+42y+47z는 짝수인데 2431은 홀수이기 때문이다)이므로 나눠야

할 케이스는 총 26가지이다. 그런데 이 경우는 너무 많으므로 계수적 조합론을 이

용하는 방법을 적용했다. 40x+42y+47z=40(x+y+z)+2(y+z)+5z=2431이므로 x+y+z=a, y+z=b,

z=c라 하면 40a+2b+5c=2431이다. 이때, x>0, y>0, z>0이므로 a>b>c>0이다. a≥3, b≥

2, c≥1이므로 a=a-3, b=b-2, c=c-1이라 하자. a의 값은 51이나 52, ∘ ∘ ∘ , 57,

58, 59가 나오기 때문에 나눠야 할 케이스는 총 9가지이다. a의 범위를 좁힐 수 있

어 범위를 줄여 자연수 순서쌍(a, b, c)의 개수를 구할 수 있다. 이때, 자연수 순서

쌍(a, b, c)의 개수는 자연수 순서쌍(x, y, z)의 개수가 같으므로 자연수 순서쌍(x,

y, z)의 개수를 합동식을 이용하는 것보다 비교적 단순하게 구할 수 있다. 음이 아

닌 정수 순서쌍 개수를 구할 때도 동일한 결론이 나왔다.

연구문제4. 동일 차수 부정방정식의 조합적 계산의 연관성

동일 차수 부정방정식은 k=x, l=y, m=z로 치환하면, 일차부정방정식으로 바꿔

놓고 풀 수 있으므로 계수의 조건, 미지수의 조건과 무관하게 연구문제1에서 고안

한 알고리즘을 적용할 수 있음을 확인했다.

연구문제5. 각 차수가 다른 부정방정식의 조합적 계산에 미치는 영향

n이 2차로 된 정수 계수 부정방정식인 경우 계수를 제외한 각 항을 완전제곱식 형태로 치

환하면 일차부정방정식 혹은 우변이 0이 아닌 상수꼴로 인수분해가 가능하기 때문에 연구문

제1에서 고안한 알고리즘을 적용할 수 있지만, n이 3차 이상인 경우 3차 이상의 합동식

은 다루기 힘들고 계수적 조합론 방법은 일반적으로 정수 계수로 인수분해가 가능

하지 않기 때문에 연구문제1에서 고안한 알고리즘을 적용할 수 없음을 확인했다.
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Ⅴ. 결론 및 제언

이 연구는 정수 계수 부정방정식의 음이 아닌 정수해의 개수를 구하는 것에 계수

적 조합론을 이용한 하나의 알고리즘을 제시하는 데 목적이 있었다. 그 결과 다음

과 같은 결론을 얻었다.

첫째, 부정방정식의 자연수 혹은 음이 아닌 정수의 순서쌍의 개수를 합동식으로

구할 때 처음에 법을 몇으로 나누어야 하는지 떠올리기가 어렵다. 법 m으로 하고

나눈 나머지를 n으로 하면 좌변에 문자로 이루어져 있는 식과 km+n이 같다. 좌변

에 한 문자를 두고 우변에 나머지 문자와 숫자를 둔 후 주어진 부정방정식에 대입

한다는 것을 생각해 내는 것이 어렵다. 게다가 좌변에 한 문자의 범위를 기준으로

케이스를 정하는데 이 또한 생각하기 어렵고 케이스를 나눈다고 해도 그 케이스가

너무 많기 때문에 계산 실수 등을 할 확률이 높다는 문제 인식을 느껴서 계수적 조

합론을 적용해 보기로 했다.

둘째, 연구문제 1을 통해 일차부정방정식에서 계수적 조합론을 적용할 수 있음을

확인했다. 더 나아가 계수적 조합론을 이용한 알고리즘을 고안해 보았다.

셋째, 연구문제 2를 통해 일차부정방정식에서 계수의 조건이 바뀌더라도 연구문제

1에서 고안한 알고리즘을 적용할 수 있음을 확인했다.

넷째, 연구문제 3을 통해 일차부정방정식에서 계수의 조건, 미지수의 조건과 무관

하게 연구문제1에서 고안한 알고리즘을 적용할 수 있음을 확인했다. 계수적 조합론

을 이용하면 합동식보다 나눠야 할 케이스를 줄이는 효과가 있음을 확인했다.

다섯째, 연구문제 4를 통해 동일 차수 부정방정식은 k=x, l=y, m=z로 치환하

면, 일차부정방정식으로 바꿔 놓고 풀 수 있으므로 계수의 조건, 미지수의 조건과

무관하게 연구문제1에서 고안한 알고리즘을 적용할 수 있음을 확인했다.

마지막으로 연구문제 5를 통해 n이 2차로 된 정수 계수 부정방정식인 경우 계수

를 제외한 각 항을 완전제곱식 형태로 치환하면 일차부정방정식 혹은 우변이 0이

아닌 상수꼴로 인수분해가 가능하기 때문에 연구문제1에서 고안한 알고리즘을 적용

할 수 있지만, n이 3차 이상인 경우 3차 이상의 합동식은 다루기 힘들고 계수적 조

합론 방법은 일반적으로 정수 계수로 인수분해가 가능하지 않기 때문에 연구문제1

에서 고안한 알고리즘을 적용할 수 없다는 유의미한 결과를 얻었다.

본 연구에서는 연구문제를 중심으로 문제 모형을 만들고 풀이과정을 해석하고 합

동식과 비교분석을 통해 계수적 조합론으로 접근할 필요성에 대해 알아보았다. 정

수 계수 부정방정식에서 음이 아닌 정수의 순서쌍의 개수를 구하기 위해서 합동식

외의 조합적 계산방법을 활용하며, 나아가 계수적 조합론을 이용한 ‘처음에 주어진

부정방정식의 좌변을 가장 작은 계수로 묶은 후 그다음으로 작은 계수로 묶는 과정

을 반복한다. 괄호 안에 문자들의 합을 각각 다른 문자 x+y+z를 a, y+z를 b, z를 c

로 치환한다. 단, a≥b≥c≥0 이므로 그 문자들 중 가장 큰 문자 a의 범위를 기준으
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로 케이스를 나누고 순서쌍(a,b,c)의 개수를 구한다.’라는 알고리즘을 고안하고 효율

적인 시간 내에 진행해보았다.

이러한 연구 결과를 바탕으로 시사점을 제언하면, 계수적 조합론을 이용한 알고리

즘을 제공함으로써 합동식 보다 나눠야 할 케이스를 줄이는 효과가 있고 효율적인

시간 내에 계산실수 가능성이 없는 단순하면서도 실용적으로 정답에 접근할 수 있

을 것으로 그 의미가 있다고 하겠다. 학술연구정보서비스 리스(RISS)와 Google 학술

검색(scholar)에서 ‘부정방정식’, ‘합동식’, ‘조합 수학’으로 국내 및 해외 논문을 검

색하고 본 연구와 관련 있는 연구물을 중심으로 분석하는 방법으로 선행 연구 조사

결과, 본 연구와 같이 계수적 조합론을 이용한 부정방정식에 관련된 연구는 없었다.

즉, 본 연구의 필요성과 독창성을 확인할 수 있었다.
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Ⅶ. 부록

[부록VI-1] ①각 계수의 차이가 1인 경우 자연수 순서쌍의 개수

<예제1-1> 40x+41y+42z=2431일 때 자연수 순서쌍 (x, y, z)의 개수를 구하는 과정

에서 합동식으로 접근하지 않고 조합적 계산으로도 풀 수 있을까?

(조합적 계산을 이용하는 방법) 40x+41y+42z=40(x+y+z)+(y+z)+z=2431이다

∴x+y+z=a, y+z=b, z=c라 하자

∴40a+b+c=2431이다

이때, x>0, y>0, z>0이므로 a>b>c>0이다

∴a의 값은 58이나 59, 60밖에 되지 않는다(∵a가 58보다 작으면 b+c는 151이상이므로 b와 c중 하나는 57보다

크고, a가 60보다 크면 40a가 2431보다 크게 되기 때문이다)

a=58일 때 b+c=111이므로 b=57, c=54

b=56, c=55

a=59일 때 b+c=71이므로 b=58, c=13

b=57, c=14

∘

∘

∘

b=36, c=35

a=60일 때 b+c=31이므로 b=30, c=1

b=29, c=2

∘

∘

∘

b=16, c=15이다

∴총 개수는 2+23+15=40개

∴40개

(해석) 계수적 조합론을 활용하면 40x+41y+42z=40(x+y+z)+(y+z)+z=2431이므로 x+y+z=a, y+z=b, z=c라 하면

40a+b+c=2431이다. 이때, x>0, y>0, z>0이므로 a>b>c>0이다. 그러므로 a의 범위를 좁힐 수 있어 범위를 줄여 자

연수 순서쌍(a, b, c)의 개수를 구할 수 있다. 이때, 자연수 순서쌍(a, b, c)의 개수는 자연수 순서쌍(x, y, z)의 개수

가 같으므로 자연수 순서쌍(x, y, z)의 개수를 구할 수 있다.

[부록VI-2] ② 각 계수의 차이가 1이 아닌 경우 자연수 순서쌍의 개수

<예제1-2> 40x+42y+47z=2431일 때 자연수 순서쌍 (x,y,z)의 개수를 구하는 문제로

바뀐다면 조합적 계산으로는 풀 수 없지 않을까?

(조합적 계산을 이용하는 방법) 40x+42y+47z=40(x+y+z)+2(y+z)+5z=2431이다

∴x+y+z=a, y+z=b, z=c라 하자

∴40a+2b+5c=2431이다

이때, x>0, y>0, z>0이므로 a>b>c>0이다

∴a≥3, b≥2, c≥1이므로 a=a-3, b-b-2, c=c-1이라 하자
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40a+2b+5c=40a+40+2b+2+5c+5=40a+2b+5c+47=2431

∴40a+2b+5c=2384(a≥b≥c≥0)

∴a의 값은 51이나 52, ∘ ∘ ∘ , 57, 58, 59이 나올 수 있다(∵a이 51보다 작으면 2b+5c는 384이상인데 그

러면 b이나 c중 하나는 52이상이고, a이 59보다 크면 40a이 2384보다 크다)

a=51일 때 2b+5c인 정수해 b , c은 존재하지 않는다

a=52일 때 2b+5c=304이므로 b=47, c=42

a=53일 때 2b+5c=264이므로 b=37, c=36

b=42, c=34

b=47, c=32

a=54일 때 2b+5c=224이므로 b=32, c=32

b=37, c=30

b=42, c=28

b=47, c=26

a=55일 때 2b+5c=184이므로 b=27, c=26

b=32, c=24

b=37, c=22

b=42, c=20

b=47, c=18

a=56일 때 2b+5c=144이므로 b=22, c=20

b=27, c=18

b=32, c=16

b=37, c=14

b=42, c=12

b=47, c=10

a=57일 때 2b+5c=104이므로 b=17, c=14

b=22, c=12

b=27, c=10

b=32, c=8

b=37, c=6

b=42, c=4

b=47, c=2

a=58일 때 2b+5c=64이므로 b=12, c=8

b=17, c=6

b=22, c=4

b=27, c=2

b=32, c=0

a=59일 때 2b+5c=24이므로 b=7, c=2

b=12, c=0

∴총 개수는 0+1+3+4+5+6+7+5+2=33

∴33개

(해석) 계수적 조합론을 활용하면 40x+42y+47z=40(x+y+z)+2(y+z)+5z=2431이므로 x+y+z=a, y+z=b, z=c라 하면

40a+2b+5c=2431이다. 이때, x>0, y>0, z>0이므로 a>b>c>0이다. 그러므로 a의 범위를 좁힐 수 있어 범위를 줄여

자연수 순서쌍(a, b, c)의 개수를 구할 수 있다. 이때, 자연수 순서쌍(a, b, c)의 개수는 자연수 순서쌍(x, y, z)의 개

수가 같으므로 자연수 순서쌍(x, y, z)의 개수를 구할 수 있다.
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[부록VI-3] ③ 각 계수의 차이가 1인 경우 음이 아닌 정수 순서쌍의 개수

<예제1-3> 40x+41y+42z=2431일 때 음이 아닌 정수 순서쌍 (x,y,z)의 개수를 구하

는 문제로 바뀐다면 조합적 계산으로 풀 수 없지 않을까?

(조합적 계산을 이용하는 방법) 40x+41y+42z=40(x+y+z)+(y+z)+z=2431이다

∴x+y+z=a, y+z=b, z=c라 하자

∴40a+b+c=2431이다

이때, x≥0, y≥0, z≥0이므로 a≥b≥c≥0이다

∴a의 값은 58이나 59, 60밖에 되지 않는다(∵a가 58보다 작으면 b+c는 151이상이므로 b와 c중 하나는 58보다

크고, a가 60보다 크면 40a가 2431보다 크게 되기 때문이다)

a=58일 때 b+c=111이므로 b=58, c=53

b=57, c=54

b=56, c=55

a=59일 때 b+c=71이므로 b=59, c=12

b=58, c=13

∘
∘
∘
b=36, c=35

a=60일 때 b+c=31이므로 b=31, c=0

b=30, c=1

∘
∘
∘
b=16, c=15이다

∴43개

(해석) 계수적 조합론을 활용하면 40x+41y+42z=40(x+y+z)+(y+z)+z=2431이므로 x+y+z=a, y+z=b, z=c라 하면

40a+b+c=2431이다. 이때, x≥0, y≥0, z≥0이므로 a≥b≥c≥0이다. 그러므로 a의 범위를 좁힐 수 있어 범위를 줄여

음이 아닌 정수 순서쌍(a, b, c)의 개수를 구할 수 있다. 이때, 음이 아닌 정수 순서쌍(a, b, c)의 개수는 음이 아닌

정수 순서쌍(x, y, z)의 개수가 같으므로 음이 아닌 정수 순서쌍(x, y, z)의 개수를 구할 수 있다.

연구결과, <예제1-1>, <예제1-2>, <예제1-3>을 통해 ‘처음에 주어진 항이 x, y, z인 부정방정식의 좌변을 가장

작은 계수로 묶은 후 그다음으로 작은 계수로 묶는 과정을 반복한다. 계수 뒤에 괄호 안에 문자들의 합을 각각 다

른 문자로 치환한다. ex) x+y+z=a, y+z=b, z=c 단, a≥b≥c≥0이므로 그 문자들 중 가장 큰 문자 a의 범위를 기준

으로 케이스를 나누고 순서쌍(a, b, c)의 개수를 구한다. 이때 음이 음이 아닌 정수 순서쌍(a, b, c)의 개수는 음이

아닌 정수 순서쌍(x, y, z)의 개수와 같으므로 음이 아닌 정수 순서쌍(x, y, z)의 개수를 구할 수 있다.’라는 계수적

조합론의 알고리즘을 고안할 수 있다.

[부록VI-4] 일차부정방정식 계수의 조건에 따라 조합적 계산방법에미치는영향

<예제2-1> 40x+41y+42z=2431일 때 자연수 순서쌍 (x, y, z)의 개수를 구하는 과정

과 40x+42y+47z=2431일 때 자연수 순서쌍 (x, y, z)의 개수를 구하는 과정에서 합

동식으로 접근하지 않고 조합적 계산으로 접근할 때 그 방법은 동일할까?

(40x+41y+42z=2431일 때 자연수 순서쌍 (x, y, z)의 개수를 조합적 계산으로 접근할 때, 구하는 방법)

40x+41y+42z=40(x+y+z)+(y+z)+z=2431이다
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∴x+y+z=a, y+z=b, z=c라 하자

∴40a+b+c=2431이다

이때, x>0, y>0, z>0이므로 a>b>c>0이다

∴a의 값은 58이나 59, 60밖에 되지 않는다(∵a가 58보다 작으면 b+c는 151이상이므로 b와 c중 하나는 57보다

크고, a가 60보다 크면 40a가 2431보다 크게 되기 때문이다)

a=58일 때 b+c=111이므로 b=57, c=54

b=56, c=55

a=59일 때 b+c=71이므로 b=58, c=13

b=57, c=14

∘
∘
∘
b=36, c=35

a=60일 때 b+c=31이므로 b=30, c=1

b=29, c=2

∘
∘
∘

b=16, c=15이다

∴총 개수는 2+23+15=40개

∴40개

(40x+42y+47z=2431일 때 자연수 순서쌍 (x, y, z)의 개수를 조합적 계산으로 접근할 때, 구하는 방법)

40x+42y+47z=40(x+y+z)+2(y+z)+5z=2431이다

∴x+y+z=a, y+z=b, z=c라 하자

∴40a+2b+5c=2431이다

이때, x>0, y>0, z>0이므로 a>b>c>0이다

∴a≥3, b≥2, c≥1이므로 a=a-3, b-b-2, c=c-1이라 하자

40a+2b+5c=40a+40+2b+2+5c+5=40a+2b+5c+47=2431

∴40a+2b+5c=2384(a≥b≥c≥0)

∴a의 값은 51이나 52, ∘ ∘ ∘ , 57, 58, 59이 나올 수 있다(∵a이 51보다 작으면 2b+5c는 384이상인데 그

러면 b이나 c중 하나는 52이상이고, a이 59보다 크면 40a이 2384보다 크다)

a=51일 때 2b+5c인 정수해 b , c은 존재하지 않는다

a=52일 때 2b+5c=304이므로 b=47, c=42

a=53일 때 2b+5c=264이므로 b=37, c=36

b=42, c=34

b=47, c=32

a=54일 때 2b+5c=224이므로 b=32, c=32

b=37, c=30

b=42, c=28

b=47, c=26

a=55일 때 2b+5c=184이므로 b=27, c=26

b=32, c=24

b=37, c=22

b=42, c=20

b=47, c=18

a=56일 때 2b+5c=144이므로 b=22, c=20

b=27, c=18
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b=32, c=16

b=37, c=14

b=42, c=12

b=47, c=10

a=57일 때 2b+5c=104이므로 b=17, c=14

b=22, c=12

b=27, c=10

b=32, c=8

b=37, c=6

b=42, c=4

b=47, c=2

a=58일 때 2b+5c=64이므로 b=12, c=8

b=17, c=6

b=22, c=4

b=27, c=2

b=32, c=0

a=59일 때 2b+5c=24이므로 b=7, c=2

b=12, c=0

∴총 개수는 0+1+3+4+5+6+7+5+2=33

∴33개

(해석) 40x+41y+42z=40(x+y+z)+(y+z)+z=2431이므로 x+y+z=a, y+z=b, z=c로 치환하면 40a+b+c=2431이다. 이때,

x>0, y>0, z>0이므로 a>b>c>0이다. 그러므로 a의 범위를 좁힐 수 있어 범위를 줄여 자연수 순서쌍(a, b, c)의 개

수를 구할 수 있다. 이때, 자연수 순서쌍(a, b, c)의 개수는 자연수 순서쌍(x, y, z)의 개수가 같으므로 자연수 순서

쌍(x, y, z)의 개수를 구하는 방법과 같다. 40x+42y+47z=40(x+y+z)+2(y+z)+5z=2431이므로 x+y+z=a, y+z=b, z=c로

치환하면 40a+2b+5c=2431이다. 이때, x>0, y>0, z>0이므로 a>b>c>0이다. 그러므로 a의 범위를 좁힐 수 있어 범위

를 줄여 자연수 순서쌍(a, b, c)의 개수를 구할 수 있다. 자연수 순서쌍(a, b, c)의 개수는 자연수 순서쌍(x, y, z)의

개수가 같으므로 자연수 순서쌍(x, y, z)의 개수를 구하는 방법은 a, b, c의 계수만 다를 뿐이지 a의 범위를 구하여

케이스를 줄여서 문제를 푸는 방법은 동일하다. 연구결과, 일차부정방정식에서 계수의 조건이 달라져도 연구문제1

에서 고안한 알고리즘을 적용할 수 있다.

[부록VI-5] ①미지수가 적으며 각 계수의 차이가 1인 경우

<예제3-1> 40x+41y=2431일 때 자연수 순서쌍 (x, y)의 개수를 구하는 과정에서

합동식으로 푸는 방법과 조합적 계산으로 푸는 방법 중 어느 것이 더 단순한가?

(합동식을 이용하는 방법) 40x+41y=2431일 때 법 40에서 보면 40x+41y≡y≡2431≡31(mod 40)

∴y≡31(mod 40)이므로 y=40k+31이라 두자(단, k는 정수)

∴y=31만이 가능하다(∵y가 71보다 크면 71*41=2911>2431이기 때문이다)

∴40x+41y=40x+41*31=40x+1271=2431

∴40x=1160

∴x=29

∴x=29, y=31

∴1개

(조합적 계산을 이용하는 방법) 40x+41y=40(x+y)+y=2431이다
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∴x+y=a, y=b라 하자

∴40a+b=2431이다

이때, x>0, y>0이므로 a>b이다

∴a의 값은 60밖에 되지 않는다(∵a가 60보다 작으면 b가 60보다 크게 되고 a가 60보다 크면 40a가 2431보다 크

게 되기 때문이다)

a=60일 때 b=31이므로 x+y=60, y=31이다

∴x=29, y=31

∴1개

(해석) 부정방정식의 미지수가 적으며 각 계수의 차이가 1이고 자연수 순서쌍의 개수를 구하는 문제이다. 이 문제

를 합동식으로 풀 때, 40x+41y≡y≡2431≡31(mod 40)이므로 y=40k+31(단, k는 정수)라 둘 수 있는데, y의 범

위를 구할 수 있으므로 그 y의 범위에 맞는 정수를 구하고 각 y에 대한 x의 값을 구할 수 있다. 이 문제를 조합적

계산을 이용한 방법으로 풀 때, 40x+41y=40(x+y)+y=2431이므로 x+y=a, y=b라 하면 40a+b=2431이다. 이때, x≥0, y

≥0이므로 a≥b≥0이므로 a의 범위를 좁힐 수 있어 범위를 줄여 자연수 순서쌍(a, b)의 개수를 구할 수 있다. 이때,

자연수 순서쌍(a, b)의 개수는 자연수 순서쌍(x, y)의 개수가 같으므로 자연수 순서쌍(x, y)의 개수를 구할 수 있

다. 부정방정식의 미지수가 적으며 각 계수의 차이가 1이고 자연수 순서쌍의 개수를 구하는 문제는 합동식을 이용

하는 방법과 조합적 계산을 이용하는 방법은 둘 다 단순하다.

<예제3-2> 40x+41y=2431일 때 음이 아닌 정수 순서쌍 (x, y)의 개수를 구하는 과

정에서 합동식으로 푸는 방법과 조합적 계산으로 푸는 방법 중 어느 것이 더 단순

한가?

(합동식을 이용하는 방법) 40x+41y=2431일 때 법 40에서 보면 40x+41y≡y≡2431≡31(mod 40)

∴y≡31(mod 40)이므로 y=40k+31이라 두자.(단, k는 정수)

∴y=31만이 가능하다(∵y가 71보다 크면 71*41=2911>2431이기 때문이다)

∴40x+41y=40x+41*31=40x+1271=2431

∴40x=1160

∴x=29

∴x=29, y=31

∴1개

(조합적 계산을 이용하는 방법) 40x+41y=40(x+y)+y=2431이다

∴x+y=a, y=b라 하자

∴40a+b=2431이다

이때, x≥0, y≥0이므로 a≥b이다

∴a의 값은 60밖에 되지 않는다(∵a가 60보다 작으면 b가 60보다 크게 되고 a가 60보다 크면 40a가 2431보다 크

게 되기 때문이다)

a=60일 때 b=31이므로 x+y=60, y=31이다

∴x=29, y=31

∴1개

(해석) 부정방정식의 미지수가 적으며 각 계수의 차이가 1이고 음이 아닌 정수 순서쌍의 개수를 구하는 문제이다.

이 문제를 합동식으로 풀 때, 40x+41y≡y≡2431≡31(mod 40)이므로 y=40k+31(단, k는 정수)라 둘 수 있는데,

y의 범위를 구할 수 있으므로 그 y의 범위에 맞는 정수를 구하고 각 y에 대한 x의 값을 구할 수 있다. 이 문제를

조합적 계산을 이용한 방법으로 풀 때, 40x+41y=40(x+y)+y=2431이므로 x+y=a, y=b라 하면 40a+b=2431이다. 이때,

x>0, y>0이므로 a>b>0이므로 a의 범위를 좁힐 수 있어 범위를 줄여 음이 아닌 정수 순서쌍(a, b)의 개수를 구할

수 있다. 이때, 음이 아닌 정수 순서쌍(a, b)의 개수는 음이 아닌 정수 순서쌍(x, y)의 개수가 같으므로 음이 아닌

정수 순서쌍(x, y)의 개수를 구할 수 있다. 부정방정식의 미지수가 적으며 각 계수의 차이가 1이고 음이 아닌 정수

순서쌍의 개수를 구하는 문제는 합동식을 이용하는 방법과 조합적 계산을 이용하는 방법은 둘 다 단순하다.
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[부록VI-6] ② 미지수가 많으며 각 계수의 차이가 1인 경우

<예제3-3> 40x+41y+42z=2431일 때 자연수 순서쌍 (x, y, z)의 개수를 구하는 문제

로 바뀐다면 구하는 과정에서 합동식으로 푸는 방법과 조합적 계산으로 푸는 방법

중 어느 것이 더 단순한가?

(합동식을 이용하는 방법) 40x+41y+42z≡z-x≡2431≡12(mod 41)이므로

z-x≡12(mod 41)이다

∴ z-x=41k+12라 하자(단, k는 정수)

∴ z=x+41k+12

이때, z의 범위는 1이상 57이하이고 x의 범위는 1이상 60이하이고 y의 범위는 1이상 59이하이므로

z=1일 때 x=30, y=29

z=2일 때 x=31, y=27

z=3일 때 x=32, y=25

z=4일 때 x=33, y=23

∘
∘
∘

z=12일 때 x=41, y=7

z=13일 때 x=42, y=5

x=1, y=45

z=14일 때 x=43, y=3

x=2, y=43

z=15일 때 x=44, y=1

x=3, y=41

z=16일 때 x=4, y=39

z=17일 때 x=5, y=37

z=18일 때 x=6, y=35

∘
∘
∘

z=35일 때 x=23, y=1

z=36일 때 존재하지 않는다

z=37일 때 존재하지 않는다

∘

∘
∘

z=53일 때 존재하지 않는다

z=54일 때 x=1, y=3

z=55일 때 x=2, y=1

∴총 개수는 40개

∴40개

(조합적 계산을 이용하는 방법) 40x+41y+42z=40(x+y+z)+(y+z)+z=2431이다

∴x+y+z=a, y+z=b, z=c라 하자

∴40a+b+c=2431이다

이때, x>0, y>0, z>0이므로 a>b>c>0이다

∴a의 값은 58이나 59, 60밖에 되지 않는다(∵a가 58보다 작으면 b+c는 151이상이므로 b와 c중 하나는 57보다
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크고, a가 60보다 크면 40a가 2431보다 크게 되기 때문이다)

a=58일 때 b+c=111이므로 b=57, c=54

b=56, c=55

a=59일 때 b+c=71이므로 b=58, c=13

b=57, c=14

∘
∘
∘
b=36, c=35

a=60일 때 b+c=31이므로 b=30, c=1

b=29, c=2

∘
∘
∘
b=16, c=15이다

∴총 개수는 2+23+15=40개

∴40개

(해석) 부정방정식의 미지수가 많으며 각 계수의 차이가 1이고 자연수 순서쌍의 개수를 구하는 문제이다. 이 문제

를 합동식으로 풀 때, 40x+41y+42z≡ z-x≡2431≡12(mod 41)이므로 z-x=41k+12(단, k는 정수)라 둔 후, z의 범

위, x의 범위, y의 범위 모두 알고 있으므로 z의 범위에 따라 x, y의 값을 구할 수 있는데 이 부정방정식의 z의

범위가 1이상 57이하이므로 나눠야 할 케이스는 총 57가지이다. 그런데 이 경우는 너무 많으므로 계수적 조합론을

이용하는 방법을 적용했다. 40x+41y+42z=40(x+y+z)+(y+z)+z=2431이므로 x+y+z=a, y+z=b, z=c라 하면

40a+b+c=2431이다. 이때, x>0, y>0, z>0이므로 a>b>c>0이므로 a의 값은 58이나 59, 60밖에 되지 않아 나눠야 할

케이스는 총 3가지이다. a의 범위를 좁힐 수 있어 범위를 줄여 자연수 순서쌍(a, b, c)의 개수를 구할 수 있다. 이

때, 자연수 순서쌍(a, b, c)의 개수는 자연수 순서쌍(x, y, z)의 개수가 같으므로 자연수 순서쌍(x, y, z)의 개수를

합동식을 이용하는 것보다 나눠야 할 케이스를 줄이는 효과가 있다.

<예제3-4> 40x+41y+42z=2431일 때 음이 아닌 정수 순서쌍 (x, y, z)의 개수를 구

하는 문제로 바뀐다면 구하는 과정에서 합동식으로 푸는 방법과 조합적 계산으로

푸는 방법 중 어느 것이 더 단순한가?

(합동식을 이용하는 방법) 40x+41y+42z≡z-x≡2431≡12(mod 41)이므로

z-x≡12(mod 41)이다(단, k는 정수)

∴ z-x=41k+12라 하자

∴ z=x+41k+12

이때, z의 범위는 0이상 57이하이고 x의 범위는 0이상 60이하이고 y의 범위는 0이상 59이하이므로

z=0일 때 x=29, y=31

z=1일 때 x=30, y=29

z=2일 때 x=31, y=27

z=3일 때 x=32, y=25

z=4일 때 x=33, y=23

∘
∘
∘

z=11일 때 x=40, y=9

z=12일 때 x=41, y=7

x=0, y=47

z=13일 때 x=42, y=5

x=1, y=45
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z=14일 때 x=43, y=3

x=2, y=43

z=15일 때 x=44, y=1

x=3, y=41

z=16일 때 x=4, y=39

z=17일 때 x=5, y=37

z=18일 때 x=6, y=35

∘
∘
∘

z=35일 때 x=23, y=1

z=36일 때 존재하지 않는다

z=37일 때 존재하지 않는다

∘
∘
∘

z=52일 때 존재하지 않는다

z=53일 때 x=0, y=5

z=54일 때 x=1, y=3

z=55일 때 x=2, y=1

∴총 개수는 43개

∴43개

(조합적 계산을 이용하는 방법) 40x+41y+42z=40(x+y+z)+(y+z)+z=2431이다

∴x+y+z=a, y+z=b, z=c라 하자

∴40a+b+c=2431이다

이때, x≥0, y≥0, z≥0이므로 a≥b≥c≥0이다

∴a의 값은 58이나 59, 60밖에 되지 않는다(∵a가 58보다 작으면 b+c는 151이상이므로 b와 c중 하나는 58보다

크고, a가 60보다 크면 40a가 2431보다 크게 되기 때문이다)

a=58일 때 b+c=111이므로 b=58, c=53

b=57, c=54

b=56, c=55

a=59일 때 b+c=71이므로 b=59, c=12

b=58, c=13

∘
∘
∘
b=36, c=35

a=60일 때 b+c=31이므로 b=31, c=0

b=30, c=1

∘
∘
∘
b=16, c=15이다

∴총 개수는 3+24+16=43개

∴43개

(해석) 부정방정식의 미지수가 많으며 각 계수의 차이가 1이고 음이 아닌 정수 순서쌍의 개수를 구하는 문제이다.

이 문제를 합동식으로 풀 때, 40x+41y+42z≡z-x≡2431≡12(mod 41)이므로 z-x=41k+12(단, k는 정수)라 둔 후,

z의 범위, x의 범위, y의 범위 모두 알고 있으므로 z의 범위에 따라 x, y의 값을 구할 수 있는데 이 부정방정식의

z의 범위가 0이상 57이하이므로 나눠야 할 케이스는 총 58가지이다. 그런데 이 경우는 너무 많으므로 계수적 조합

론을 이용하는 방법을 적용했다. 40x+41y+42z=40(x+y+z)+(y+z)+z=2431이므로 x+y+z=a, y+z=b, z=c라 하면

40a+b+c=2431이다. 이때, x≥0, y≥0, z≥0이므로 a≥b≥c≥0이므로 a의 값은 58이나 59, 60밖에 되지 않아 나눠야
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할 케이스는 총 3가지이다. a의 범위를 좁힐 수 있어 범위를 줄여 음이 아닌 정수 순서쌍(a, b, c)의 개수를 구할

수 있다. 이때, 음이 아닌 정수 순서쌍(a, b, c)의 개수는 음이 아닌 정수 순서쌍(x, y, z)의 개수가 같으므로 음이

아닌 정수 순서쌍(x, y, z)의 개수를 합동식을 이용하는 것보다 나눠야 할 케이스를 줄이는 효과가 있다.

[부록VI-7] ③ 미지수가 많으며 각 계수의 차이가 1보다 큰 경우

<예제3-5> 40x+42y+47z=2431일 때 자연수 순서쌍 (x, y, z)의 개수를 구하는 과정

에서 합동식으로 푸는 방법과 조합적 계산으로 푸는 방법 중 어느 것이 더 단순한

가?

(합동식을 이용하는 방법) 40x+42y+47z≡5z-2x≡2431≡37(mod 42)이므로

5z-2x≡37(mod 42)이다

∴5z-2x=42k+37이라 하자(단, k는 정수)

∴5z=2x+42k+37

이때, z의 범위는 1이상 51이하(z는 짝수이면 않된다. 왜냐하면 만약 z가 짝수면 좌변은 40x, 42y, 47z가 모두 짝수

가 되어 40x+42y+47z는 짝수인데 2431은 홀수이기 때문이다)이고 x의 범위는 1이상 60이하이고 y의 범위는 1이상

57이하이므로

z=1일 때 x=47, y=12

x=26, y=32

x=5, y=52

z=3일 때 x=52, y=5

x=31, y=25

x=10, y=45

z=5일 때 x=36, y=18

x=15, y=38

z=7일 때 x=41, y=11

x=20, y=31

z=9일 때 x=46, y=4

x=25, y=24

x=4, y=44

z=11일 때 x=30, y=17

x=9, y=37

z=13일 때 x=35, y=10

x=14, y=30

z=15일 때 x=40, y=3

x=19, y=23

z=17일 때 x=24, y=16

x=3, y=36

z=19일 때 x=29, y=9

x=8, y=29

z=21일 때 x=34, y=2

x=13, y=22

z=23일 때 x=18, y=15

z=25일 때 x=23, y=8

x=2, y=28

z=27일 때 x=28, y=1

x=7, y=21

z=29일 때 x=12, y=14
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z=31일 때 x=17, y=7

z=33일 때 x=1, y=20

z=35일 때 x=6, y=6

z=37일 때 x=11, y=5

z=39일 때 존재하지 않는다

z=41일 때 존재하지 않는다

z=43일 때 x=5, y=5

z=45일 때 존재하지 않는다

z=47일 때 존재하지 않는다

z=49일 때 존재하지 않는다

z=51일 때 존재하지 않는다

∴총 개수는 36개

∴36개

(조합적 계산을 이용하는 방법) 40x+42y+47z=40(x+y+z)+2(y+z)+5z=2431이다

∴x+y+z=a, y+z=b, z=c라 하자

∴40a+2b+5c=2431이다

이때, x>0, y>0, z>0이므로 a>b>c>0이다

∴a≥3, b≥2, c≥1이므로 a=a-3, b=b-2, c=c-1이라 하자

40a+2b+5c=40a+40+2b+2+5c+5=40a+2b+5c+47=2431

∴40a+2b+5c=2384(a≥b≥c≥0)

∴a의 값은 51이나 52, ∘ ∘ ∘ , 57, 58, 59이 나올 수 있다(∵a이 51보다 작으면 2b+5c는 384이상인데 그

러면 b이나 c중 하나는 52이상이고, a이 59보다 크면 40a이 2384보다 크다)

a=51일 때 2b+5c=344인 정수해 b , c은 존재하지 않는다

a=52일 때 2b+5c=304이므로 b=47, c=42

a=53일 때 2b+5c=264이므로 b=42, c=36

b=47, c=34

b=52, c=32

a=54일 때 2b+5c=224이므로 b=37, c=30

b=42, c=28

b=47, c=26

b=52, c=24

a=55일 때 2b+5c=184이므로 b=27, c=26

b=32, c=24

b=37, c=22

b=42, c=20

b=47, c=18

b=52, c=16

a=56일 때 2b+5c=144이므로 b=22, c=20

b=27, c=18

b=32, c=16

b=37, c=14

b=42, c=12

b=47, c=10

b=52, c=8

a=57일 때 2b+5c=104이므로 b=17, c=14

b=22, c=12
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b=27, c=10

b=32, c=8

b=37, c=6

b=42, c=4

b=47, c=2

b=52, c=0

a=58일 때 2b+5c=64이므로 b=12, c=8

b=17, c=6

b=22, c=4

b=27, c=2

b=32, c=0

a=59일 때 2b+5c=24이므로 b=7, c=2

b=12, c=0

∴총 개수는 0+1+3+4+6+7+8+5+2=36개

∴36개

(해석) 부정방정식의 미지수가 많으며 각 계수의 차이가 1보다 크고 자연수 순서쌍의 개수를 구하는 문제이다. 이

문제를 합동식으로 풀 때, 40x+42y+47z≡5z-2x≡2431≡37(mod 42)이므로 5z-2x=42k+37(단, k는 정수)라 둔 후,

z의 범위, x의 범위, y의 범위 모두 알고 있으므로 z의 범위에 따라 x, y의 값을 구할 수 있는데 이 부정방정식의

z의 범위가 1이상 51이하인 홀수(왜냐하면 만약 z가 짝수면 좌변은 40x, 42y, 47z가 모두 짝수가 되어

40x+42y+47z는 짝수인데 2431은 홀수이기 때문이다)이므로 나눠야 할 케이스는 총 26가지이다. 그런데 이 경우는

너무 많으므로 계수적 조합론을 이용하는 방법을 적용했다. 40x+42y+47z=40(x+y+z)+2(y+z)+5z=2431 이므로

x+y+z=a, y+z=b, z=c라 하면 40a+2b+5c=2431이다. 이때, x>0, y>0, z>0이므로 a>b>c>0이다. a≥3, b≥2, c≥1이

므로 a=a-3, b=b-2, c=c-1이라 하자. a의 값은 51이나 52, ∘ ∘ ∘ , 57, 58, 59가 나오기 때문에 나눠야 할 케

이스는 총 9가지이다. a의 범위를 좁힐 수 있어 범위를 줄여 자연수 순서쌍(a, b, c)의 개수를 구할 수 있다. 이때,

자연수 순서쌍(a, b, c)의 개수는 자연수 순서쌍(x, y, z)의 개수가 같으므로 자연수 순서쌍(x, y, z)의 개수를 합동

식을 이용하는 것보다 나눠야 할 케이스를 줄이는 효과가 있다. 연구결과, 일차부정방정식에서 계수의 조건, 미지

수의 조건과 무관하게 연구문제1에서 고안한 알고리즘을 적용할 수 있음을 확인했다.

<예제3-6> 40x+42y+47z=2431일 때 음이 아닌 정수 순서쌍 (x, y, z)의 개수를 구

하는 과정에서 합동식으로 푸는 방법과 조합적 계산으로 푸는 방법 중 어느 것이

더 단순한가?

(합동식을 이용하는 방법) 40x+42y+47z≡5z-2x≡2431≡37(mod 42)이므로

5z-2x≡37(mod 42)이다

∴5z-2x=42k+37이라 하자(단, k는 정수)

∴5z=2x+42k+37

이때, z의 범위는 0이상 51이하(z는 짝수이면 않된다. 왜냐하면 만약 z가 짝수면 좌변은 40x, 42y, 47z가 모두 짝수

가 되어 40x+42y+47z는 짝수인데 2431은 홀수이기 때문이다)이고 x의 범위는 0이상 60이하이고 y의 범위는 0이상

57이하이므로

z=1일 때 x=47, y=12

x=26, y=32

x=5, y=52

z=3일 때 x=52, y=5

x=31, y=25

x=10, y=45

z=5일 때 x=36, y=18
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x=15, y=38

z=7일 때 x=41, y=11

x=20, y=31

z=9일 때 x=46, y=4

x=25, y=24

x=4, y=44

z=11일 때 x=30, y=17

x=9, y=37

z=13일 때 x=35, y=10

x=14, y=30

z=15일 때 x=40, y=3

x=19, y=23

z=17일 때 x=24, y=16

x=3, y=36

z=19일 때 x=29, y=9

x=8, y=29

z=21일 때 x=34, y=2

x=13, y=22

z=23일 때 x=18, y=15

z=25일 때 x=23, y=8

x=2, y=28

z=27일 때 x=28, y=1

x=7, y=21

z=29일 때 x=12, y=14

z=31일 때 x=17, y=7

z=33일 때 x=22, y=0

x=1, y=20

z=35일 때 x=6, y=6

z=37일 때 x=11, y=5

z=39일 때 존재하지 않는다

z=41일 때 x=0, y=12

z=43일 때 x=5, y=5

z=45일 때 존재하지 않는다

z=47일 때 존재하지 않는다

z=49일 때 존재하지 않는다

z=51일 때 존재하지 않는다

∴총 개수는 38개

∴38개

(조합적 계산을 이용하는 방법) 40x+42y+47z=40(x+y+z)+2(y+z)+5z=2431이다

∴x+y+z=a, y+z=b, z=c라 하자

∴40a+2b+5c=2431이다

이때, x≥0, y≥0, z≥0이므로 a≥b≥c≥0이다

∴a의 값은 52이나 53, ∘ ∘ ∘ , 57, 58, 59, 60이 나올 수 있다(∵a이 52보다 작으면 2b+5c는 391이상인데 그러

면 b이나 c중 하나는 52이상이고, a이 60보다 크면 40a이 2431보다 크다)

a=52일 때 2b+5c=351인 정수해 b, c가 존재하지 않는다

a=53일 때 2b+5c=311이므로 b=48, c=43

b=53, c=41

a=54일 때 2b+5c=271이므로 b=43, c=37

b=48, c=35

b=53, c=33

a=55일 때 2b+5c=231이므로 b=33, c=33
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b=38, c=31

b=43, c=29

b=48, c=27

b=53, c=25

a=56일 때 2b+5c=191이므로 b=28, c=27

b=33, c=25

b=38, c=23

b=43, c=21

b=48, c=19

b=53, c=17

a=57일 때 2b+5c=151이므로 b=23, c=21

b=28, c=19

b=33, c=17

b=38, c=15

b=43, c=13

b=48, c=11

b=53, c=9

a=58일 때 2b+5c=111이므로 b=18, c=15

b=23, c=13

b=28, c=11

b=33, c=9

b=38, c=7

b=43, c=5

b=48, c=3

b=53, c=1

a=59일 때 2b+5c=71이므로 b=13, c=9

b=18, c=7

b=23, c=5

b=28, c=3

b=33, c=1

a=60일 때 2b+5c=31이므로 b=8, c=3

b=13, c=1

∴a=52일 때 0개

a=53일 때 2개

a=54일 때 3개

a=55일 때 5개

a=56일 때 6개

a=57일 때 7개

a=58일 때 8개

a=59일 때 5개

a=60일 때 2개

∴총 개수는 0+2+3+5+6+7+8+5+2=38

∴38개

(해석) 부정방정식의 미지수가 많으며 각 계수의 차이가 1보다 크고 음이 아닌 정수 순서쌍의 개수를 구하는 문제

이다. 이 문제를 합동식으로 풀 때, 40x+42y+47z≡5z-2x≡2431≡37(mod 42)이므로 5z-2x=42k+37(단, k는 정

수)라 둔 후, z의 범위, x의 범위, y의 범위 모두 알고 있으므로 z의 범위에 따라 x, y의 값을 구할 수 있는데 이

부정방정식의 z의 범위가 0이상 51이하인 홀수(왜냐하면 만약 z가 짝수면 좌변은 40x, 42y, 47z가 모두 짝수가 되

어 40x+42y+47z는 짝수인데 2431은 홀수이기 때문이다)이므로 나눠야 할 케이스는 총 26가지이다. 그런데 이 경

우는 너무 많으므로 계수적 조합론을 이용하는 방법을 적용했다. 40x+42y+47z=40(x+y+z)+2(y+z)+5z=2431이므로

x+y+z=a, y+z=b, z=c라 하면 40a+2b+5c=2431이다. 이때, x≥0, y≥0, z≥0이므로 a≥b≥c≥0이다. a의 값은 52이나

53, ∘ ∘ ∘ , 57, 58, 59, 60이 나오기 때문에 나눠야 할 케이스는 총 9가지이다. a의 범위를 좁힐 수 있어 범위를
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줄여 음이 아닌 정수 순서쌍(a, b, c)의 개수를 구할 수 있다. 이때, 음이 아닌 정수 순서쌍(a, b, c)의 개수는 음이

아닌 정수 순서쌍(x, y, z)의 개수가 같으므로 음이 아닌 정수 순서쌍(x, y, z)의 개수를 합동식을 이용하는 것보다

나눠야 할 케이스를 줄이는 효과가 있다. 연구결과, 일차부정방정식에서 계수의 조건, 미지수의 조건과 무관하게

연구문제1에서 고안한 알고리즘을 적용할 수 있음을 확인했다.

[부록VI-8] ① 동일차수 2이상, 각 계수의 차이가1이상인 경우 음이 아닌 정수의

순서쌍의 개수

<예제4-1>       일 때 음이 아닌 정수의 순서쌍 (k, l, m)의 개

수를 구하는 과정에서 합동식으로 접근하지 않고 조합적 계산으로도 풀 수 있을

까?(단, n≥2)

(조합적 계산을 이용하는 방법)

k

=x, l


=y, m


=z로 치환하면 40x+42y+47z=2431이 되므로 <예제3-6>의 과정과 동일하다.

(해석) 동일 차수 부정방정식은 k

=x, l


=y, m


=z로 치환하면 일차부정방정식 꼴이 되기 때문에 풀이 과정은

<예제 3-6>과 동일하다. 연구결과, 동일 차수 부정방정식은 k

=x, l


=y, m


=z로 치환하면, 일차부정방정식으로

바꿔 놓고 풀 수 있으므로 계수의 조건, 미지수의 조건과 무관하게 연구문제1에서 고안한 알고리즘을 적용할 수

있음을 확인했다.

[부록VI-9] ①각 차수의 차이가 있는 경우 음이 아닌 정수의 순서쌍의 개수

<예제5-1>       일 때 음이 아닌 정수의 순서쌍 (k, l, m)의 개

수를 구하는 과정과       일 때 음이 아닌 정수의 순서쌍 (k, l,

m)의 개수를 구하는 과정에서 합동식으로 접근하지 않고 조합적 계산으로 접근할

때 그 방법은 동일할까?

(조합적 계산을 이용하는 방법)

      의 순서쌍의 개수를 구하자. 이때, k

=x, l=y, m


=z로 치환하면,

40x+42y+47z=2431이 되므로 <예제3-6>의 과정과 동일하다.

(해석) 이때, (a, b, c)의 순서쌍을 모두 써보면 (55, 49, 43), (56, 44, 37), (56, 49, 35), (56, 54, 33), (57, 39, 31),

(57, 44, 29), ∘ ∘ ∘ (62, 9, 3), (62, 14, 1)이다. 이때, k

이 55, 56, 57, 58, ∘ ∘ ∘ , 62가 될 수 있는데 이 중

세제곱수는 존재하지 않음으로 처음에 구하려고 했던 방정식의 해는 존재하지 않는다. (k, l, m)의 순서쌍은 임의

의 소수의 제곱꼴이여야 한다. 하지만 이 경우들에서는 존재하지 않는다. 연구결과, n이 2차로 된 정수 계수 부정

방정식인 경우 계수를 제외한 각 항을 완전제곱식 형태로 치환하면 일차부정방정식 혹은 우변이 0이 아닌 상수꼴

로 인수분해가 가능하기 때문에 연구문제1에서 고안한 알고리즘을 적용할 수 있지만, n이 3차 이상인 경우 3차 이

상의 합동식은 다루기 힘들고 계수적 조합론 방법은 일반적으로 정수 계수로 인수분해가 가능하지 않기 때문에 연

구문제1에서 고안한 알고리즘을 적용할 수 없음을 확인했다.
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초록(300자-500자)

도형의 중심과 꼭짓점을 연결하여 만든 도형인 중심연결체에 대해 탐구한 연구를 보았다.

격자도형에서 도형의 중심과 꼭짓점을 연결하면 공간테셀레이션이 만들어진다는 것을 알 수

있었다. 정사면체의 중심연결체는 다이아몬드의 탄소구조와 같다는 점과 정육면체의 중심연

결체는 마름모십이면체라는 점에서 흥미를 느껴 이와 관련한 탐구를 진행하게 되었다. 중심

을 꼭짓점 외에도 모서리의 수선의 발이나 면의 수선의 발에 이었을 때 또한 공간테셀레이

션이 만들어질 수 있음을 알게 되었고 이를 바탕으로 중심연결체의 개념을 확장하였다. 이

공간테셀레이션을 격자도형으로 생각할 때 도형수과 관련있음을 깨달았다. 또한 몇몇의 테

셀레이션이 듀얼관계와 연관있음을 발견할 수 있었다.

Ⅰ.서론(또는 연구의 필요성 및 목적)

2021, 2022학년도 청주교육대학교부설 과학영재교육원에서 진행된 선행 연구를

통해 공간 테셀레이션이 가능한 다면체에 관심을 가지게 되었다. 김예주·이연서·전

설(2021)의 연구를 통해 정사면체의 중심과 꼭짓점을 이어 만든 도형이 다이아몬드

구조이라는 사실과 이 도형에서 만들어지는 케이지나 윈도우의 기하학적 성질을 알

수 있었다. 또한 고영원(2022)의 연구를 통해 정육면체의 중심과 꼭짓점을 이어 만

든 도형을 변형하면 마름모12면체가 나오게 되고 이는 공간 테셀레이션이 가능하다

는 것을 알 수 있었다. 그렇다면 중심을 꼭짓점에 잇는 것에서 나아가 모서리와 면

의 수선의 발에 내리면 어떤 도형이 나올지에 대해 의문을 가지며 공간 테셀레이션

이 가능할 것이라는 추측을 하였다. 그래서 정사면체, 정육면체, 정팔면체의 중심연

결체를 모형으로 만들어 도형의 성질을 관찰해보고 길이, 넓이, 부피 등을 계산해보

고자 한다.

Ⅱ. 이론적 배경

Ⅱ-1. 테셀레이션

테셀레이션은 한 종류 또는 여러 종류의 도형을 활용해 평면이나 공간을 빈틈없이

채우는 것을 말한다.
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Ⅱ-2. 도형수

도형수는 점들을 특정한 기하학적인 모양으로 배열할 때 점의 수를 의미한다.

Ⅱ-2-1. 삼각수

삼각수는 점들을 삼각형 모양으로 배열할 때, 점의 수를 의미한다.

n번째 삼각수는 1~n까지 자연수의 합이다.

n번째 삼각수 = = 1+2+3+···+n = 
  



 

  

Ⅱ-2-2. 사각수

사각수는 점들을 사각형 모양으로 배열할 때, 점의 수를 의미한다.

n번째 사각수는 1~n번째 홀수들의 합이고, n번째 제곱수이다.

n번째 사각수 = = 1+3+5+···+(2n-1) = 
  



    

Ⅱ-2-3. 삼각뿔수

삼각뿔수는 점들을 삼각뿔 모양으로 배열할 때, 점의 수를 의미한다.

n번째 삼각뿔수는 1~n번째 삼각수들의 합이다.

n번째 삼각뿔수 = = 
  



  
  





  


   

Ⅱ-2-4. 사각뿔수

사각뿔수는 점들을 사각뿔 모양으로 배열할 때, 점의 수를 의미한다.

n번째 사각뿔수는 1~n번째 사각수들의 합이다.

n번째 사각뿔수 = = 
  



  
  



 

    

위 도형수들은 다음과 같은 특징이 있다.
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1.       

2.       

3.       

Ⅱ-3. n-격자 정사면체의 성질

3번째 격자 정사면체

n번째 격자 정사면체에 있는 구성요소의 개수를 구하면 다음과 같다.

개수 n번째 1 2 3 4 ... n

꼭짓점 1+3 1+3+6 1+3+6+10 1+3+6+10+15 ...   

선분 6 6(1+3) 6(1+3+6) 6(1+3+6+10) ... 

면 4
4(1+3)

+4

4(1+3+5)

+4(1+3)

4(1+3+5+7)

+4(1+3+5)
...

    =



정사면체 1 1+3
(1+3+6)+

1

(1+3+6+10)

+(1+3)
...     

정팔면체 0 1 1+3 1+3+6 ...   

Ⅲ. 연구방법

Ⅲ-1. 중심연결체을 이용한 공간 테셀레이션

김예주·이연서·전설(2021)의 연구와 고영원(2022)의 연구를 보완하고, 중심연결체의

개념을 확장하여 공간 테셀레이션을 이루는 찾아내었다.

Ⅲ-2. 용어 정의

① 중심 : 정다각형과 정다면체의 중심

→ 정다면체는 중심에서 꼭짓점까지의 거리, 변에 내린 수선의 발의 길이, 면에 내
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린 수선의 발의 길이가 모두 각각 일정하다.

② 격자 도형 : 도형으로 평면이나 공간을 빈틈없이 채운 도형

③ c-v 연결체(중심-꼭짓점 연결체/center-vertex)

격자 도형의 중심과 격자 도형의 꼭짓점을 모두 연결했을 때 만들

어지는 도형

→0차원(중심)과 0차원(꼭짓점)을 연결한다고 생각할 수 있다.

④ c-s 연결체(중심-선 연결체/center-segment)

격자 도형의 중심과 격자 도형의 중심에서 격자 도형의 모서리

(변)에 내린 수선의 발을 모두 연결했을 때 만들어지는 도형

→0차원(중심)과 1차원(모서리/변)을 연결한다고 생각할 수 있다.

→중심에서 정다각형의 변과 정다면체의 모서리에 내린 수선의

발은 그 변과 모서리의 중점이다.

⑤ c-f 연결체(중심-면 연결체/center-face)

격자 도형의 중심과 격자 도형의 중심에서 격자 도형의 면에 내린

수선의 발을 모두 연결했을 때 만들어지는 도형

→0차원(중심)과 2차원(면)을 연결한다고 생각할 수 있다.

→중심에서 정다면체의 면에 내린 수선의 발은 그 면의 중심이다.

⑥ 중심연결체

c-v 연결체, c-s 연결체, c-f 연결체를 모두 포함하는 개념

⑦ 케이지

중심연결체에서 규칙적으로 만들어지는 도형 중 정사면체, 정팔면체, (정사각뿥 두

개를 합친)팔면체 등과 같은 기존의 수학 용어 명칭을 가지고 있지 않는 도형

⑧ 원도우

하나의 정다면체와 함께 케이지를 이루는 도형

→ 케이지이 밖에 노출되는 면이 있어야 한다.

Ⅳ. 연구 결과

Ⅳ-1. 평면 중심연결체

2차원 도형은 0차원과 1차원으로 구성되어 있어 c-v 연결체와 c-s 연결체가 존재

단위 정사면체의

c-v 연결체

단위 정사면체의

c-s 연결체

단위 정사면체의

c-f 연결체
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한다. 2차원 도형에서는 그 2차원 평면 외의 다른 평면이 존재하지 않기 때문에 중

심과 면을 연결하는 c-f 연결체는 존재하지 않는다. 만약 2차원 도형에서 중심과 그

2차원 평면과 연결한다면 점이 될 것이다.

Ⅳ-1-1. 격자 정삼각형의 중심연결체

① c-v 연결체

4번째 격자 정삼각형

→

중심과 꼭짓점 연결

→ 4번째 격자 정삼각형의

c-v 연결체

n번째 격자 정삼각형의 c-v 연결체에 있는 구성요소의 개수는 다음과 같다.

개수 n번째 1 2 3 4 ... n

꼭짓점 1+3
(1+3+5

)+1

(1+3+5+7

)+(1+2)

(1+3+5+7+9

)+(1+2+3)
...       

선분 3 3(1+3) 3(1+3+5) 3(1+3+5+7) ... 

마름모 0 3 3(1+2) 3(1+2+3) ...   

② c-s 연결체

4번째 격자 정삼각형

→

중심과 선분 연결

→ 4번째 격자 정삼각형의

c-s 연결체

n번째 격자 정삼각형의 c-s 연결체에 있는 구성요소의 개수는 다음과 같다.
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개수 n번째 1 2 3 4 ... n

꼭짓점 4
4(1+2)

+1

4(1+2+3)

+(1+2)

4(1+2+3+4)

+(1+2+3)
...     

선분 3 3(1+3) 3(1+3+5) 3(1+3+5+7) ... 

정육각형 0 0 1 1+2 ...   

Ⅳ-1-2. 격자 정사각형의 중심연결체

① c-v 연결체

4번째 격자 정사각형

→

중심과 꼭짓점 연결

→ 4번째 격자 정사각형의

c-v 연결체

n번째 격자 정사각형의 c-v 연결체에 있는 구성요소의 개수는 다음과 같다.

개수 n번째 1 2 3 4 ... n

꼭짓점
(1+3

)+1

(1+3+5

)+(3+1

)

(1+3+5+7

)+(5+3+1

)

(1+3+5+7+9

)+(7+5+3+1

)

...     

선분 4 4(1+3) 4(1+3+5) 4(1+3+5+7) ... 

정사각형 0 4 4(1+2) 4(1+2+3) ...   

② c-s 연결체
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4번째 격자 정사각형

→

중심과 선분 연결

→ 4번째 격자 정사각형의

c-s 연결체

n번째 격자 정사각형의 c-s 연결체에 있는 구성요소의 개수는 다음과 같다.

개수 n번째 1 2 3 4 ... n

꼭짓점 2+3
2×2+

3(1+3)

2×3+

3(1+3+5)

2×4+

3(1+3+5+7)
...  

선분 4 4(1+3) 4(1+3+5) 4(1+3+5+7) ... 

정사각형 0 1 1+3 1+3+5 ...   

Ⅳ-1-3. 격자 정육각형의 중심연결체

① c-v 연결체

4번째 격자 정육각형

→

중심과 꼭짓점 연결

→
4번째 격자 정육각형의

c-v 연결체

n번째 격자 정육각형의 c-v 연결체에 있는 구성요소의 개수는 다음과 같다.
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개수 n번째 1 2 3 4 ... n

꼭짓점
3(1+2)

-2

3(1+2+3)

-2

3(1+2+3+4)

-2

3(1+2+3+4+5)

-2
...     

선분 6 6(1+2) 6(1+2+3) 6(1+2+3+4) ... 

마름모 0 3 3(1+2) 3(1+2+3) ...   

② c-s 연결체

4번째 격자 정육각형

→

중심과 선분 연결

→ 4번째 격자 정육각형의

c-s 연결체

n번째 격자 정육각형의 c-s 연결체에 있는 구성요소의 개수는 다음과 같다.

개수 n번째 1 2 3 4 ... n

꼭짓점 6+1
6×2+

(1+2+3)

6×3+

(1+2+3+4+5)

6×4+

(1+2+3+4+5+6+7

)

...    

선분 6 6(1+2) 6(1+2+3) 6(1+2+3+4) ... 

정삼각형 0 1 1+3 1+3+5 ...   

Ⅳ-2. 공간 중심연결체

3차원 도형은 0차원, 1차원, 2차원으로 구성되어 있어 c-v 연결체, c-s 연결체, c-f

연결체가 존재한다.

Ⅳ-2-1. 격자 정사면체의 중심연결체

① c-v 연결체
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3번째 격자 정사면체

→

중심과 꼭짓점 연결

→
4번째 격자 정사면체의

c-v 연결체

n번째 격자 정사면체의 c-v 연결체에 있는 구성요소의 개수는 다음과 같다.

n번째 격자 정사면체의 c-v 연결체에 있는 구성요소의 크기는 다음과 같다.

개수 n번째 1 2 3 4 ... n

중심 1 1+3 1+3+6 1+3+6+10 ... 

꼭짓점
1+3+

1

1+3+6+

1+3

1+3+6+10

+1+3+6

1+3+6+10+15

+1+3+6+10
...     

모서리 4 4(1+3) 4(1+3+6) 4(1+3+6+10) ... 

정삼각형 0 4 4(1+3) 4(1+3+6) ...   

이등변삼각형 0 12 12(1+3)-6
12(1+3+6)

-6(1+3)
...       

케이지 0 1 1+3 1+3+6 ...   

원도우 0 4 4(1+3) 4(1+3+6) ...   

역정사면체 0 0 1 1+3 ...   

길이

(그 선분의 수)

한 면의 넓이

(그 면의 수)
부피

단위 정사면체

와의 부피비

정삼각형 1 



이등변삼각형 1(1), 


(2) 



케이지 





(4), 


(12) 


1:5

윈도우 





(2), 


(6) 


1:1
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격자 정사면체의 c-v 연결체의 케이지는 정삼각형 4개와 이등변삼각형 12개로 이루

어진 16면체이다. 정삼각형의 각 변에는 이등변삼각형가 붙어 있고, 이등변삼각형

세 개는 한 점에서 모이도록 만난다. 격자 정사면체의 c-v 연결체의 윈도우는 정삼

각형 2개와 이등변삼각형 6개로 이루어진 8면체이다. 케이지와 같이 정삼각형의 각

변에 이등변 삼각형이 붙어있다. 두 개의 정삼각형이 서로 마주보고 있다. 케이지는

단위 정사면체 크기의 정사면체에 네 개의 원도우를 정사면체의 각면체에 하나씩

붙여 만들 수 있다. 케이지는 변끼리 이웃하지 않은 정팔면체의 네 면에 삼각뿔을

붙여 놓은 형태라고도 할 수 있다.

격자 정사면체의 c-v 연결체의 케이지와 정사면체(역정사면체)로 공간 테셀레이션

이 가능하다는 것을 확인할 수 있었다.

격자 정사면체에서 정팔면체가 있던 자리에 케이지가 생기게 된다.

정사면체 c-v연결체는 김예주·이연서·전설(2021)의 연구와 고영원(2022)의 연구에

선행연구가 많이 진행된 도형이다. 이 도형은 다이아몬드 구조와 같다. 중심에 탄소

가 있고 그 주위에 탄소 4개가 단일 공유 결합을 하고 있는 상태이다.

② c-s 연결체

2번째 격자 정사면체

→

중심과 선분 연결

→
3번째 격자 정사면체의

c-s 연결체

n번째 격자 정사면체의 c-s 연결체에 있는 구성요소의 개수는 다음과 같다.

개수 n번째 1 2 3 4 ... n

중심 1 1+3 1+3+6 1+3+6+10 ... 

꼭짓점 7 7(1+3) 7(1+3+6) 7(1+3+6+10) ... 

역정사면체 1 





1:1
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n번째 격자 정사면체의 c-s 연결체에 있는 구성요소의 크기는 다음과 같다.

격자 정사면체의 c-s 연결체의 케이지는 6개의 육각형과 4개의 정삼각형으로 이루

어져 있다. 정삼각형의 각 변에는 육각형이 붙어있다. 그리고 3개의 육각형이 한 점

에서 만난다.

케이지 안에 정사면체가 있다고 생각하면 하나의 케이지 안에 웟면과 밑면이 정삼

각형인 4개의 삼각뿔대가 생긴다. 이는 격자 정사면체의 c-s 연결체의 원도우이다.

격자 정사면체의 c-s 연결체의 케이지와 정팔면체로 공간 테셀레이션이 가능하다는

것을 알 수 있었다.

1단계에서 정팔면체가 있던 공간에 케이지가 생기고, 역정사면체가 있던 자리에는

정팔면체와 거꾸로된 케이지가 생긴다.

1단계에 있던 역정사면체의 중심까지 생각하여 중심연결체를 만들게 되면 정육면체

의 테셀레이션이 되어버린다. 바깔 부분은 새로운 도형처럼 보이지만 바깥과 만나

모서리 6 6(1+3)+12
6(1+3+6)+

12(1+3)

6(1+3+6+10)+

12(1+3+6)
...     

정삼각형 0 4 4(1+3)+4
4(1+3+6)+

4(1+3)
...       

육각형 0 6 6(1+3) 6(1+3+6) ...   

케이지 0 1 1+3 1+3+6+1 ...       

삼각뿔대 0 4 4(1+3) 4(1+3+6+1) ...        

정팔면체 0 0 1 1+3 ...   

길이

(그 선분의 수)

한 면의 넓이

(그 면의 수)
부피

단위 정사면체

와의 부피비

정삼각형 






육각형 


(2), 


(4) 



케이지 


(12), 


(12) 


(4), 


(6) 


1:



정사면체 1 





1:1

윈도우

( 삼 각 뿔

대)




(3), 


(3),

1(3)




(1), 


(3), 



(1)



1:



정팔면체 








1:


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지 않는 안쪽 부분은 정육면체들만 모이게 된다. 즉 새로운 테셀레이션의 배열을

찾기 위해서는 역정사면체의 중심을 생각하지 않아야 한다. 그래서 역정사면체의

중심을 생각하지 않고 위 결과들을 구하였다.

정리 Ⅰ-1. 케이지의 부피는 


이다.

증명 시작) 여기서 생기는 케이지는 정삼각형 4개와 육각형 6개로 이루어진 10면체

이다. 이 육각형은 정사각형의 이웃하지 않는 두 꼭짓점을 정사각형의 2분점을 기

준으로 자른 도형이다. 케이지 또한 정육면체의 이웃하지 않은 네 꼭짓점을 정육면

체의 2분점을 기준으로 자른 도형이다. 이 둘이 비슷한 성질은 갖는 이유는 케이지

가 이 육각형 6개로 이루어져 있기 때문이다. 이를 통해 쉽게 케이지의 부피를 구

할 수 있다. 정육면체와 케이지 사이의 부피비를 먼저 구하였다. 부피가 1인 정사면

체에 삼각뿔을 붙여 만든 정육면체의 부피는 3이다. 이때 빼야하는 삼각뿔의 부피

는  × 


× 


 


이다. 케이지의 부피는 정육면체에서 4개의 삼각뿔을 뺀 것이므로

   ×


 


이다. 한 모서리의 길이가 1인 단위 정사면체의 부피는 


이므로

실재 케이지의 부피는 


×





이다.

<증명 끝>

정리 Ⅰ-2. 육팔면체의 부피는 


이다.

증명 시작) 이 케이지를 다르게 분석해 볼 수 있다. 육팔면체에서 꼭짓점끼리도 이

웃하지 않은 정삼각형의 네 면에 삼각뿔을 붙인 도형으로도 볼 수 있다. 이를 통해

육팔면체의 부피 또한 구할 수 있다. 위의 부피비를 다시 적용하면 케이지의 부피

는 


, 삼각뿔의 부피는 


이다. 육팔면체의 부피는 케이지에서 삼각뿔 네 개를

뺀 것이므로 


  ×


 


이다. 한 모서리의 길이가 1인 단위 정사면체의 부피는




이므로 실재 육팔면체의 부피는 


× 





이다.

<증명 끝>

정리 Ⅰ-3. 삼각뿔대의 부피는 


이다.

증명 시작) 마지막으로 이 케이지는 정사면체에 삼각뿔대가 붙은 모양이라고도 볼

수 있다. 이 역시 위의 부피비를 적용하면 케이지의 부피는 


, 정사면체의 부피는

1이다. 삼각뿔대의 부피는 케이지에서 정사면체를 뺀 후 4로 나눈 값이므로
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


 ÷   


이다. 한 모서리의 길이가 1인 단위 정사면체의 부피는 


이므로

실재 삼각뿔대의 부피는 


×





이다.

<증명 끝>

③ c-f 연결체

3번째 격자 정사면체

→

중심과 면 연결

→
4번째 격자 정사면체의

c-f 연결체

n번째 격자 정사면체의 c-f 연결체에 있는 구성요소의 개수는 다음과 같다.

개수 n번째 1 2 3 4 ... n

중심 1 1+3 1+3+6 1+3+6+10 ... 

꼭짓점 5 5(1+3) 5(1+3+6) 5(1+3+6+10) ... 

모서리 4 4(1+3)+6
4(1+3+6)

+6(1+3)

4(1+3+6+10)

+6(1+3+6)
...     

작은 정삼각형 0 4 4(1+3) 4(1+3+6) ...   

큰 정삼각형 0 0 4 4(1+3) ...   

사다리꼴 0 0 12 12(1+3)-6 ...       

작은 정사면체 0 1 1+3 1+3+6 ...   

케이지 0 0 1 1+3 ...   

정팔면체 0 0 1 1+3 ...   

윈도우

(삼각뿔대)
0 0 4 4(1+3) ...  ×   

큰 정사면체

(역정사면체)
0 0 0 1 ...   

n번째 격자 정사면체의 c-f 연결체에 있는 구성요소의 크기는 다음과 같다.

길이

(그 선분의 수)

한 면의 넓이

(그 면의 수)
부피

단위 정사면체

와의 부피비
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격자 정사면체의 c-f 연결체의 케이지는 작은 정삼각형 4개, 사다리꼴 12개, 큰 정

삼각형 4개로 이루어진 20면체이다.

격자 정사면체의 c-f 연결체의 케이지는 정팔면체 1개와 삼각뿔대 4개가 합쳐진 도

형이다. 이 때 삼각뿔대는 격자 정사면체의 c-f 연결체의 윈도우라 할 수 있다.

작은 정사면체, 케이지, 큰 정사면체를 사용하여 공간 테셀레이션이 가능함을 알 수

있었다.

격자 정사면채에서 원래 정팔면체가 있던 자리에 작은 정사면체가 생기고, 원래 역

정사면체가 있던 자리에 케이지가 생겼다. 만든 모형에는 큰 정사면체가 드러나 있

지 않지만 있다고 생각해야 테셀레이션이 완성된다.

정리 Ⅰ-4. 케이지의 부피는 


이다.

증명 시작) 이 중심연결체에서 생기는 케이지는 정팔면체의 변끼리 이웃하지 않은

네 면에 삼각뿔대를 붙인 도형이다. 케이지의 부피를 구하기 위해 먼저 격자 정사

면체의 부피를 1로 보았을 때의 부피비를 구하였다. 이때 정팔면체의 부피는 4이다.

삼각뿔대는 정사면체를 4등분한 정삼각뿔의 3등분점을 잡아 그중 밑면에 가까운 세

점이 윗면의 꼭짓점이 되도록 자른 것이다. 따라서 삼각뿔대의 부피는

작은 정삼각

형







큰 정삼각형 1 



사다리꼴 


( 1 ) , 


( 2 ) ,

1(1)




작은 정사면

체









1:



케이지 


(12 ) ,


(12 ) ,

1(12)




(4), 


(12),




(4)




1:



정팔면체 1 





1:4

윈도우

(삼각뿔대)




( 3 ) , 


( 3 ) ,

1(3)




(1), 


(3),




(1)




1:



큰 정사면체

(역정사면체)
1 





1:1
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 × 


×


 


이다. 케이지의 부피는 정팔면체에 삼각뿔대 네 개를 붙인 것과 같

으므로    ×


 


이다. 한 모서리의 길이가 1인 단위 정사면체의 부피는




이므로 실재 케이지의 부피는 


×





이다.

<증명 끝>

Ⅳ-2-2. 격자 정육면체의 중심연결체

① c-v 연결체

2번째 격자 정육면체

→

중심과 꼭짓점 연결

n번째 격자 정육면체의 c-v 연결체에 있는 구성요소의 개수는 다음과 같다.

n번째 격자 정육면체의 c-v 연결체에 있는 구성요소의 크기는 다음과 같다.

개수 n번

째
1 2 3 4 ... n

중심 1    ... 

꼭짓점             ...     

모서리 8  ×   ×   ×  ...  × 

삼각형 0  × 

  × 
 × 

  × 
 × 

  × 
...  ×   

마름모 0  ×  ×  ×   ×  ×  ×   ×  ×  ×  ...  

팔면체 0  ×  ×   ×  ×   ×  ×  ...   

마름모십이면

체
0 0  ×  ×   ×  ×  ...    

길이

(그 선분의

수)

한 면의 넓이

(그 면의 수)
부피

단위 정육면체

와의 부피비

삼각형 


(2), 1(1) 


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정육면체의 c-v 연결체를 만들면 2단계에서 단위 정육면체 안에 정사각뿔 6개가 만

들어진다. 본래의 정육면체의 모서리를 제거한 3단계 도형에서는 정사각뿔 2개가

합쳐져 팔면체가 된다.

6개의 팔면체가 하나의 정육면체의 중심에서 만나면 마름모십이면체가 만들어진다.

또한 정육면체를 중심으로 6개의 면에 정사각뿔이 붙어도 마름모 십이면체가 만들

어진다.

정리 Ⅱ-1. 팔면체에서 한 면의 넓이는 


, 마름모십이면체에서 한 면의 넓이는




이다.

증명 시작) 다음 그림은 정육면체를 직각이등변삼각기둥 2개가 만들어지도록 잘랐

을 때 생기는 면을 나타낸 것이다. 이 면의 중심은 원래의 정육면체의 중심이고, 직

사각형의 두 대각선은 정육면체의 두 대각선이다.

팔면체의 한 면이 두 개 합쳐져 만들어짐으로 마름모십이면체에서 한 면의 넓이는




의 두배인 


이다.

<증명 끝>

정리 Ⅱ-2. 팔면체의 부피는 


, 마름모십이면체의 부피는 2이다.

증명 시작) 단위 정육면체의 부피가 1이고 정육면체 안에 합동인 정사각뿔이 6개가

생기므로 정사각뿔의 부피는 


이다. 팔면체의 부피는 정사각뿔의 두 배이므로 



이고, 미름모십이면체의 부피는 정사각뿔의 12배이므로 2이다.

<증명 끝>

② c-s 연결체

마름모 






팔면체 


(8), 1(4) 





1:



마름모십이면

체 





2 1:2
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2번째 격자 정육면체

→

중심과 선분 연결

n번째 격자 정육면체의 c-s 연결체에 있는 구성요소의 개수는 다음과 같다.

개수 n번

째
1 2 3 ... n

중심 1   ... 

꼭짓점  ×  ×     ×  ×  ×     ×  ×  ×    ...     

모서리 12  ×   ×  ... 

정삼각형 0
 ×
 ×  ×   

 ×
 ×  ×    

...
 ×
     

정사면체 0 8  ×  ...  ×  

정팔면체 0  ×  ×     ×  ×    ...      

n번째 격자 정육면체의 c-s 연결체에 있는 구성요소의 크기는 다음과 같다.

정사면체는 1단게의 격자 정육면체에서 외부에 노출되지 않는 꼭짓점에 8개씩 생긴

다.

정팔면체는 1단게의 격자 정육면체에서 외부에 노출되지 않는 면에 1개씩, 1단게의

격자 정육면체에서 외부에 노출되지 않는 꼭짓점에 1씩 생긴다.

정리 Ⅱ-3. 정팔면체의 개수는      이다.

증명 시작) 정육면체의 c-s연결체에서 만들어지는 정팔면체는 두 가지로 나눌 수

길이

(그 선분의

수)

한 면의 넓이

(그 면의 수)
부피

단위 정육면체

와의 부피비

정삼각형 






정사면체 








1:



정팔면체 








1:


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있다. 정팔면체의 중심이 정육면체의 한 면에 있는 경우와 꼭짓점에 있는 경우이다.

정팔면체의 중심이 정육면체의 한 면에 있는 경우에서 정팔면체의 개수는 정육면체

의 노출되지 않은 면의 개수와 같다. 따라서 이 때 정팔면체의 개수는   이

다. 정팔면체의 중심이 정육면체의 한 꼿짓점에 있는 경우에서 정팔면체의 개수는

정육면체의 노출되지 않은 꼭짓점의 개수와 같다. 따라서 이 때 정팔면체의 개수는

 이다. 따라서 정팔면체의 총 개수는      이다.여기에서 ‘노출되

지 않은’이 붙는 이유는 노출된 곳에서 만들어지는 정팔면체는 1단계 정육면체의

바깥에 생기기 때문이다.

<증명 끝>

정리 Ⅱ-4. 정삼각형의 개수는  ×     이다.

위 정리 Ⅱ-3로 정삼각형의 개수를 구할 수 있다. 위 중심연결체에서 생기는 정삼

각형은 정팔면체를 이룬다. 정사면체를 이루는 정삼각형은 정팔면체를 이루는 정삼

각형과 겹치기 때문에 고려하지 않아도 된다. 따라서 정팔면체를 이루는 정삼각형

의 개수는 8개이므로  ×      이다.

<증명 끝>

③ c-f 연결체

2번째 격자 정육면체

→
2번째 격자 정사면체의

c-f 연결체

n번째 격자 정육면체의 c-f 연결체에 있는 구성요소의 개수는 다음과 같다.

개수 n번

째
1 2 3 ... n

중심 1   ... 

꼭짓점  ×  ×     ×  ×     ×  ×    ...     

모서리 6  ×   ×  ... 

- 202 -



n번째 격자 정육면체의 c-f 연결체에 있는 구성요소의 크기는 다음과 같다.

정육면체의 c-f연결체는 위과 같이 간단하므로 설명을 생략한다.

Ⅳ-2-3. 격자 정팔면체의 중심연결체

① c-v 연결채

n번째 격자 정팔면체의 c-v 연결체에 있는 구성요소의 개수는 다음과 같다.

개수 n번

째
1 2 3 4 ... n

중심 1
1+4

+1

1+4+9

+4+1

1+4+9+16

+9+4+1
...     

꼭짓점
1+5+

1

1+5+13

+5+1

1+5+13+25

+13+5+1

1+5+13+25+41

+25+13+5+1
...

  

    

모서리 6  ×   
 

 ×     
   

 ×       
     

...  ×      

정사각형 0 4+4+4
4+4+16+12

+16+4+4

4+4+16+12+36+2

4

+36+12+16+4+4

...
 ×   

        

정육면체 0 0  ×   ×    ...  ×   

n번째 격자 정팔면체의 c-v 연결체에 있는 구성요소의 크기는 다음과 같다.

정사각형 0  ×  ×   ×  ×  ...  

정육면체 0 1  ...  

길이

(그 선분의

수)

한 면의 넓이

(그 면의 수)
부피

단위 정육면체

와의 부피비

정사각형 1 1

정육면체 1 1 1 1:1

길이

(그 선분의

수)

한 면의 넓이

(그 면의 수)
부피

단위 정팔면체

와의 부피비

정사각형 





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정리 Ⅲ-1. 정사각형의 개수는  ×            이다.

증명 시작) 정팔면체의 C-V연결체에서의 정사각형은 바닥과 나란한 경우와 수직인

경우로 나눌 수 있다. 바닥과 나란한 경우는 정사각형의 C-V연결체의 정사각형의

개수(  )로, 수직인 경우는 정사각형의 C-V연결체의 선분의 개수()로 나타낼

수 있다. 정팔면체를 정확히 반으로 나누는 층은 정사갹형이 바닥과 나란한 층이므

로 나란한 정사각형은   의 1부터 n까지의 합과 n-1까지의 합을 더한

       이다. 수직인 정사각형은 의 1부터 n-1까지의 합에 2배를 한

 ×   이다. 따라서 전체 정사각형 수는  ×            이다.

정리 Ⅲ-2. 정육면체의 개수는  ×   이다.

증명 시작) 정육면체의 개수는 나란한 정사각형의 개수에서 가운데 층에 있는 정사

각형의 개수를 뺀 것과 같다. 즉   의 1부터 n까지의 합과 n-1까지의 합을 더한

것에서 n인 경우를 빼는 것이므로   의 1부터 n-1까지의 합의 2배와 같다. 따라

서 정육면체의 개수는  ×   이다.

② c-s 연결체

2번째 격자 정팔면체의

c-s 연결체

n번째 격자 정팔면체의 c-s 연결체에 있는 구성요소의 개수는 다음과 같다.

개수 n번

째
1 2 3 ... n

중심 1 1+4+1 1+4+9+4+1 ...     

꼭짓점   
    
     
  ×   

        
         
  ×      

...
    

       

모서리 12 12(1+4+1) 12(1+4+9+4+1) ...      

정육면체 








1:


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n번째 격자 정팔면체의 c-s 연결체에 있는 구성요소의 크기는 다음과 같다.

정팔면체의 c-s 연결체는 본래 격자 정팔면체와 같게 나타난다.

정팔면체의 c-s연결체에서 n번째의 정삼각형, 정사각형, 정사각뿔, 정팔면체, 정사면

체의 개수는 모두 n-1번쨰 격자 정팔면체에서 다음 도형이 만들어지는 개수와 같

다. 이 이유는 정팔면체의 c-s연결체에서 1단계의 정팔면체의 모서리의 2배인 격자

정팔면체가 생기기 때문이다.

정리 Ⅲ-3. 정팔면체의 c-s 연결체에서 만들어지는 정팔면체는 단위 정팔면체와 크

기가 같다.

증명 시작) 격자 정팔면체는 정팔면체가 모서리로 연결되어 있다. 따라서 이웃하는

정팔면체의 c-s연결체는 이웃한 그 모서리에서 중심과 모서리의 수선의 발을 연결

하는 선분이 한 선분으로 연결되고 선분의 길이는 중심에서 모서리의 수선의 발까

지 이은 것의 2배가 된다. 이는 단위 정팔면체의 한 모서리의 길이와 같으므로 정

팔면체의 c-s 연결체에서 만들어지는 정팔면체는 단위 정팔면체와 크기가 같다.

<증명 끝>

③ c-f 연결체

정삼각형 0 8       ×  ...            

정사각형 0 1 1+4+1 ...       

정사각뿔 0 2 2(1+4+1) ...        

정팔면체 0 1 1+4+1 ...       

정사면체 0 0  ×  ...   

길이

(그 선분의

수)

한 면의 넓이

(그 면의 수)
부피

단위 정팔면체

와의 부피비

정삼각형 1 



정사각형 1 1

정사각뿔 1 


(4), 1(1) 


1:



정팔면체 1 





1:1

정사면체 1 





1:


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2번째 격자 정팔면체의

c-f 연결체

3번째 격자 정팔면체의

c-f 연결체

n번째 격자 정팔면체의 c-f 연결체에 있는 구성요소의 개수는 다음과 같다.

n번째 격자 정팔면체의 c-f 연결체에 있는 구성요소의 크기는 다음과 같다.

개수n번째 1 2 3 4 ... n

중심 1 1+4+1 1+4+9+4+1 1+4+9+16+9+4+1 ...     

꼭짓점 9 9(1+4+1) 9(1+4+9+4+1) 9(1+4+9+16+9+4+1) ...      

모서리 8     
  ×  ×  ×

        
  ×  ×   
  ×  × 

... ...
     

   

   

정삼각형 0 8  ×     
  ×  × 

 ×         
  ×  ×   

...
       

   

육각형 0 12  ×     
  ×  × 

 ×         
  ×  ×   

...
       

   

케이지 0 1 1+4+1 1+4+9+4+1 ...       

정팔면체 0 1 1+4+1 1+4+9+4+1 ...       

윈도우

(삼각뿔대)
0 8 8(1+4+1) 8(1+4+9+4+1) ...        

정사면체 0 0  ×  ×  ×   ×
 ×  ×    ×  × 

...

   

길이

(그 선분의 수)

한 면의 넓이

(그 면의 수)
부피

단위 정팔면체와

의 부피비

정삼각형 






육각형 


(2), 


(4) 






케이지 


(24), 


(24)




(8),







(12)







1:

 


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격자 정팔면체의 c-f 연결체

의 케이지의 육각형인 한 면

격자 정팔면체의 c-f 연결체의 케이지는 육각형 12개와 정삼각형 8개로 이루어진

도형이다. 정삼각형 하나를 중심으로 육각형 6개가 붙어있다. 또한 네 개의 육각형

이 모여 한 꼭짓점을 이룬다.

12개의 육각형을 위, 중간, 아래 부분으로 각각 4개씩 나눌 수 있는데 이 중 중간층

은 육각형이 서로 수직하게 만난다. 이 때문에 정팔면체의 공간테셀레이션과 비슷

한 모습이 나타난다. 정팔면체의 정삼각형이 생기는 위치와 정팔면체의 c-f연결체의

정삼각형이 생기는 위치가 같다. 또한 정팔면체의 모서리의 위치와 정팔면체의 c-f

연결체의 육각형이 생기는 위치가 같다. 특히 정사면체의 개수나, 정사면체로 인해

생기는 정삼각형의 개수는 같게 나타난다.(정팔면체의 n번째 개수와 정팔면체의 c-f

연결체의 n-1번째 개수가 같게 나타난다.) 이는 정팔면체와 케이지가 정사면체를

형성하는 방법 떄문이다. 각 층의 정사면체 중 가장자리에 있는 정사면체는 세 개

의 정팔면체/케이지가 만나 형성되고, 그 외의 안쪽에 있는 정사면체는 네 개의 정

팔면체/ 케이지가 만나 형성된다.

격자 정팔면체의 c-f 연결체의 케이지는 정팔면체의 각 면에 삼각뿔대가 붙은 형태

라고 볼 수 있다. 이 때 이 삼각뿔대가 격자 정팔면체의 c-f 연결체의 윈도우가 된

다

정팔면체 1 





1:1

윈도우

( 삼각뿔

대)

1(3), 


(3),




(3)




, 


(3),







1:



정사면체 








1:


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Ⅳ-3. 단위 중심연결체끼리의 상관관계

선분 수 : 단위 중심연결체의 선분 수

연결체 도형 : 단위 중심연결체의 각 이웃한 꼭짓점을 연결했을 때 만들어지는 도형

＊ 위와 같은 ‘연결체 도형’이 나타나는 이유

c-v 연결체 c-s연결체 c-f연결체

정사

면체

선분 수 : 4

연결체 도형 : 정사면체

선분 수 : 6

연결체 도형 : 정팔면체

선분 수 : 4

연결체 도형 : 정사면체

정육

면체

선분 수 : 8

연결체 도형 : 정육면체

선분 수 : 12

연결체 도형 : 입방팔

면체

선분 수 : 6

연결체 도형 : 정팔면체

정팔

면체

선분 수 : 6

연결체 도형 : 정팔면체

선분 수 : 12

연결체 도형 : 입방팔

면체

선분 수 : 8

연결체 도형 : 정육면체

c-v연결체와 관련

각 모서리의 중점을 이웃하는 것끼

리 이을 때 생기는 도형

(c-s연결체와 관련)

듀얼 정다면체

(c-f연결체와 관련)

정사면체 정팔면체 정사면체

정육면체 입방팔면체 정팔면체

정팔면체 입방팔면체 정육면체
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연결체 도형의 c-v연결체는 모두 본래의 연결체과 같다. 예들 들어 정육면체의 c-s

연결체의 연결체 도형은 입방팔면체이다. 입방팔면체는 정육면체의 c-s연결체의 꼭

짓점을 이어 만든 것이므로 입방팔면체의 꼭짓점과 정육면체의 c-s연결체의 꼭짓점

이 일치한다. 따라서 정육면체의 c-s연결체와 입방팔면체의 c-v연결체는 일치한다.

이로 인해 연결체 도형이 같은 단위 중심연결체는 서로 도형이 일치한다. 연결체

도형이 입팔면체인 경우를 예로 들어 보자. 정육면체의 c-s연결체와 입방팔면체의

c-v연결체가 일치한다는 것, 정팔면체의 c-s연결체와 입방팔면체의 c-v연결체가 일

치한다는 것을 위 문단을 통해 알 수 있다. 이를 합쳐 생각하면 정육면체의 c-s연

결체와, 정팔면체의 c-s연결체, 입방팔면체의 c-v연결체 이 셋 모두가 일치한다는

것을 알 수 있다. 이 이유는 두 중심연결체의 연결체 도형이 입방팔면체로 같다는

점에서 기인하였다.

Ⅴ. 결론

연구를 통해 중심연결체들 사이에서 나타나는 공통점을 찾아보았다.

1) 중심의 개수는 그 도형의 격자도형의 개수와 같다.

2) 꼭짓점의 개수는 중심의 개수와 본래 도형의 꼭짓점/모서리/면의 개수와 같다.

예를 들어 정팔면체의 c-s연결체에서 꼭짓점의 개수는 중심의 개수와 본래의 도형

즉, 정팔면체의 모서리 개수의 합과 같다. 위 표의 있는 방법은 이를 사용하지 않고

보이는 꼭짓점의 수를 직관적으로 분석하여 그 규칙울 통해 구한 것이다. 만약 이

방법을 사용한다면 꼭짓점의 개수를 더 쉽게 구할 수 있을 것이다.

3) 정사면체의 중심연결체의 구성요소의 개수는  , 정팔면체의 중심연결체의 구성

요소의 개수는 에 대한 식으로 주로 정리되고, 정육면체의 중심연결체의 구성요

소의 개수는 과 으로 정리되지 않는다.

그 이유는 다음과 같다.

은 본래 삼각뿔로부터, 은 본래 사각뿔로부터 나왔다. 정사면체는 삼각뿔의 특

수한 경우이므로 으로 정리되는 경우가 많다. 정팔면체는 사각뿔 두 개로 쪼갤

수 있기 떄문에 으로 정리되는 경우가 많다. 이 때 정리된 식에 과   이 모

두 쓰이는 경우가 많은데 이는 사각뿔이 정확히 반으로 나눠지는 것이 아니라 한

단계 밑의 정사면체로 나눠지기 때문이다. 정육면체의 경우 이 둘과 연관되어 있지

않으므로 과 으로 정리되지 않는 것이다.
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페이지랭크 이해 및 활용

서승연 (영주중학교 2학년)

이은호 (봉화중학교 2학년)

지도교수: 김재명 (국립안동대학교 수학교육과)

초록 : 일상생활에서 검색사이트를 정보 및 자료 검색을 위해 자주 사용하고

있다. 검색사이트에 찾고자 하는 키워드를 입력하면 해당 키워드가 포함된 웹

페이지들이 순서 있게 나열이 된다. 검색 키워드를 조금 바꾸어서 검색하면 웹

페이지들이 다른 순서로 나열이 된다. 웹페이지의 순서를 어떻게 줄 수 있는지

를 간단한 그래프 및 확률 행렬을 통해서 알아보고자 한다. 중학교 2학년 수학

교육 과정 중에서 일상생활에서 많이 적용되는 확률을 활용한 페이지랭크

(Pagerank:페이지 순위)를 이해하고, 도로망 연결에 적용해 보려 한다.

주요용어 : 검색엔진(search engine) ,마코프 행렬(Markov matrix), 확률(Probability),

페이지 랭크(Page rank)

Ⅰ. 서론

우리는 일상생활에서 검색사이트를 정보 및 자료 검색을 위해 자주 사용하고 있다.

검색사이트에 찾고자 하는 키워드를 입력하면 해당 키워드가 포함된 웹페이지들이

순서 있게 나열이 된다. 검색 키워드를 조금 바꾸어서 검색하면 웹페이지들이 다른

순서로 나열이 된다. 우리는 검색사이트들을 사용만 할 뿐 그 속에 있는 원리에 대

해서 깊게 생각하지 않는다. 그렇기에 그 원리를 알아보고 탐구해 보아야겠다는 생

각이 들었다.

여러 가지 원리 중에서, 페이지랭크(PageRank)는 정보화 사회에서 그 진가가 발휘

된다. 정보의 바다라고 불리는 인터넷에서 가중치를 부가하고 평가하여 검색자에게

가장 필요한 자료를 찾아준다. 우리 사회는 점점 정보화 사회가 극대화될 것이다.

정보화 사회에서 정보는 지식이고 무기가 된다. 그 정보를 가질 수 있게 도와줄 수

있는 것이 페이지랭크이라 생각하며, 인공지능에서 광범위하게 활용되고 있다. 국립

안동대학교 과학영재교육원에서 중학교 2학년 수학교육 과정 중에서 일상생활에서

가장 많이 사용되고 점점 그 가치가 높아질 확률을 활용한 페이지 순위를 이번 학

기 주제로 선정하게 되었고, 페이지 순위를 탐구하고 일상생활에 적용해 보려 한다.
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II. 이론적 배경

II.1. 마르코프 체인의 정의 및 성질

상태에만 의존한다는 마르코프 체인의 특성 때문에, 마르코프 체인은 많은 문제에

적용된다. 예를 들어, 구글의 페이지 랭크, 날씨 예보, 마케팅 등 과거와 현재가 독

립되지 않은 상태의 사건들이 마르코프 체인을 사용할 수 있다. 그러나, 과거에 등

장하지 않았던 패턴에 대해서는 예측할 수 없다는 단점이 있다. (마르코프 체인과

관련해서는 [1], [2]를 참고하기 바란다.)

- 마르코프 체인 활용 예제

[4]에 있는 내용을 바탕으로, 아래 표는 1월 달 11번가 쇼핑몰에서 A라는 물건 구

매자 중에서 그 다음 달 재 구매자를 확률로 나타낸 것이다.

표1. 구매자의 변동 추이

질문) 위 표를 통해서 3월 달의 구매자 수와 비 구매자 수는 어떻게 예측할 수

있을까?

풀이) 1월달에서 2월달 구매자의 이동을 나타내는 전이행렬(transition matrix)를 구

1월 2월(단위: 확률)

구 매

(3만명)

구매 비구매

0.8 0.2

비구매

(1만명)

구매 비구매

0.1 0.9

마르코프 체인은 마르코프 성질을 가진

확률적인 시행으로, 어떠한 상태가 시간

에 따라 어떻게 변화할지를 예측하는 것

이다. 마르코프 성질이란 각 시행의 결과

가 바로 앞의 결과에만 영향을 받는 성질

을 말한다. 즉, 현재 상태는 이전 상태에

만 의존한다. 마르코프 체인을 활용하면,

복잡한 알고리즘 없이 과거의 통계기반만

으로 간단하게 예측을 할 수 있다. 따라

서, 마르코프 체인을 사용하면, 충분히 반

복된 사건을 기반으로 미래를 확률적으로

예측할 수 있다. 또한, 현재 상태는 이전

그림1. 안드레이 안드레예비치 마르코프(러시
아어:Андрей́ Андрее́вич Мар́ков,1856년 6
월 14일-1922년 7월 20일) 출처:위키
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해 보자. 전이행렬을 구하기 위해서 우리는 다음과 같은 기호를 도입하자.

 : 1월달 구매/비구매 상태 에서 2월달 구매/비구매 로 이동할 확률,

    ≤  ≤  : 으로 구성된 전이행렬

위의 표를 상태전이도와 전이행렬로 나타내 보자.

여기서, : 1월 달 구매자가 2월 달 구매할 확률,

: 1월 달 구매자가 2월 달 구매하지 않을 확률,

: 1월 달 구매하지 않은 사람이 2월 달 구매할 확률,

: 1월 달 구매하지 않은 사람이 2월 달 구매하지 않을 확률.

1월달에서 2월달로의 구매자/ 비 구매자수의 전이행렬     
 

를 통해서

3월달 구매자/ 비 구매자수 전이행렬은      
    

 
   

 
으로

구할 수 있다.

그림2. 월별 전이도(전이 행렬)

⇒     

 

   
 

표2. 상태전이도와 전이행렬
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따라서 월별 구매/비 구매자의 수에 대한 예측 결과를 나타내면 다음과 같다.

표3. 3월 A 물건 구매 예측

예측 결과에 따른 수치적 해석) 1월 구매자 중 2월 비 구매자의 비율은 20%(6,000

명)이었으나, 현재의 구매행태를 보면 3월에는 34%(10,200명)으로 구매자 이탈이 가

속화됨을 확인 할 수 있다. 2월 비 구매자의 3월 재구매 예측은 10%에서 17%로 다

소 상승했으나, 구매자의 이탈을 막기에는 역부족으로 보인다.

예측 결과를 통한 구매자 이탈을 방지하기 위한 방안) 비 구매 고객의 구매 전환도

중요하겠지만 구매 고객의 재구매 활동에 주력하는 것이 더 유의미해 보인다.

이렇게 과거에 대한 확률을 분석하고 그 결과를 미래를 예측하는 데에 사용함으로

써, 대안을 결정하고 판단할 수 있게 된다.

II.2. 페이지랭크란 무엇인가?

페이지랭크란 인터넷망에 있는 여러 웹페이지를 정리하기 위해 각각의 페이지들에

게 점수를 부여해주는 하나의 알고리즘이다. 페이지랭크는 스탠퍼드 대학교에 재학

중이던 래리 페이지와 세르게이 브린이 당시 존재하던 단어의 포함을 검색결과의

기준으로 삼은 비효율적인 검색엔진을 보완하기 위해서 최초로 생각되었다. 이 개

발은 1995년에 시작되어 결국 현재 대표적인 검색엔진인 구글이라는 서비스로 발전

하게 되었고 대부분의 인터넷서비스 바탕이 되었다.

[2,5]에 있는 내용을 바탕으로, 웹 페이지들의 연결(connected)되어 있을 때, 각 웹페

이지에서 나가는 간선 또는 들어오는 간선을 통해서, 각각의 웹 페이지들은

1월

현황(기준)
2월 구매자 현황(%) 3월 구매자 예측(%)

구 매

(3만명)

구매 비 구매 구매 비 구매

24,000(80%) 6,000(20%) 19,800(66%) 10,200(34%)

비 구매

(1만명)

구매 비 구매 구매 비 구매

1,000(10%) 9,000(90%) 1,700(17%) 8,300(83%)

합계

(4만명)

구매 비 구매 구매 비 구매

25,000(63%) 15,000(37%) 21,500(54%) 18,500(46%)
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나가는이웃의수

자신의페이지랭크점수
만큼 다른 웹 페이지에게 점수를 부여한다. 이때 그림과 같은

페이지들의 연결이 있다고 할 때 각 웹사이트들의 페이지랭크 점수는 이다. 웹사

이트 j의 페이지랭크 점수를 구한다고 할 때 j로 투표하는 투표값들의 합을 구하면

된다.

앞에서 언급한 알고리즘을 바탕으로, 각 웹페이지가 마코프 체인이라 가정하면, 한

명의 웹서퍼가 있다고 가정하고 그 웹서퍼가 균일한 확률로 웹들을 클릭하는 방법

으로 웹을 옮겨 다닌다고 생각한다. 이 웹서퍼가 t번째 방문한 사이트가 i일 확률을

라고 한다. 이때 는 길이가 웹페이지 수(정점의 수)와 같은 확률분포 벡

터가 된다. 이때 아래 수식과 같은      
∈∈
 


라는 식이 나오게 된다.

이와 같은 과정을 업데이트 과정이라 부른다. 이때 t가 한없이 커질 시 는 어떤

하나의 값으로 수렴하게 되고, 이때의 수렴 값 를 각 페이지들이 페이지랭크 점수

이다. 하지만 아래와 같은 경우에는 가 수렴하지 않을 수 있다.

첫 번째 경우는 스파이더 트랩으로 웹 서퍼가 들어오는 간선만 있고 나가는 간선이 없는 웹

페이지들에 갇힐 수 있다. 위 그림에서 보면, 에서 로 들어오게 될 때, 에서 다른 곳으

로 갈 수 있는 간선이 없어 웹 서퍼가 갇히게 된다. 즉, 에서는 로, 다시 로 무

그림4. 스파이더 트랩(spider trap) 그림5. 데드앤즈(Dead Ends)

즉 j로 들어오는 간선인 로부터 들어오는

투표값(나가는이웃의수
자신의페이지랭크점수

)을 더하면 되고

결국 =


 


가 될 것이다. 이렇게 각각의

웹페이지에서의 투표 값을 같은 방법으로 구

할 수 있으며, 이것을 일반화하면, 다음 수식

을 얻어 낼 수 있다.

  
∈






그림3.
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한 루프에 빠지게 된다. 이러한 경우에는, 웹 서퍼가 페이지들 사이에 갇히게 되고

결국 페이지랭크 점수가 수렴하지 않는다.

두 번째 경우는 막다른 정점이다. 웹 서퍼가 막다른 정점에 도달해 다른 곳으로 이

동할 수 없는 경우 웹 서퍼는 한곳에 머무르면서 갇히게 된다. 이 경우 웹 서퍼는

더는 움직일 수 없게 되므로 페이지랭크의 점수가 0이 된다. 위 그림에서 보면, 웹

서퍼가 막다른 정점에 도달하게 될 때, 웹 서퍼가 정지하게 된다.

이와 같은 문제들을 우리는 페이지랭크를 마르코프체인의 관점으로 봄으로써 해결

할 수 있게 된다.

표4. 각 개념에 대한 수식 표현

여기서, r(  일 때의 초기값, 데이터를 통해 주어진 값),

rt 


















⋮




⋮




 ×

, rt    t
⇔











r

t  

r
t  

⋮

rj
t  

⋮
rN

t  

N ×

 rt     ≤  ≤  rt 











p ⋯ pN

⋮ ⋮ ⋮
pN ⋯ pNN N ×N


















⋮




⋮




 ×

.

텔레포트(teleport)는 스파이더 트랩 그리고 데드앤즈와 같은 문제점을 해결하기 위

해서 도입한 개념으로 웹 서퍼가 어느 웹 페이지에 도달했을 때, 일정한 확률로 간

선을 타고 이동하거나 다른 곳으로 순간 이동한다는 설정이다. 이때의 확률은 감쇠

계수(damping coefficient)로 보통 0.8~0.9 값을 사용한다.

이러한 텔레포트를 통해서 기존의 전이 행렬 P를 새로운 행렬인 전이행렬 A,

  P  N


N ×N 로 변경한다. 이때 는 감쇠 계수다. 이와 같은 식으로 

의 확률로 간선을 타고 가거나 1-의 확률로 N개의 웹페이지들 중 무작위의 확률

로 다른 사이트로 이동한다는 텔레포트의 개념을 만족시킬 수 있다. 이때의 행렬 A

웹 페이지 에서의 페이지랭크 값   
∈
 



벡터 표현 rt    t, P  pij  ≤ ij ≤ n: 전이행렬

텔레포트 개념 도입 벡터 표현 rt    Art,   P  N


N ×N
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가 초창기 구글행렬엔진이라 부르며, 페이지랭크를 rt    A rt로 수정할 수 있다.

☞ 용어 설명

Li의 강의노트 [3]에 따라 다음과 같이 용어를 본 사사 논문에서 사용한다.

그림6. 용어 비교 설명

그림7. 방향에 따른 그래프

그림8. 연결 그래프의 종류

-Loop: 임의의 점에서 시작해서 그 같은 점에 도착하는 선

-Connected graph: 선에 의헤 연결된 그래프

-Complete graph: 임의의 두 점이 하나의 선에 연결된 그래프

-Simple graph: 2개 이상의 선 또는 루프(loop)를 가지고 있지 않은 그래프

그래프 이론(Graph theory) 네트워크 이론(Network theory) 해당 항목

꼭지점(Vertex) 노드(Node) 1,2,3,4 (총 4개)

선(Edge) 간선(Edge) 또는 링크(Link)  ,  ,  , (총 4개)

무향 그래프(Undirected graph) 방향 그래프(Directed graph)

완전 연결 그래프
(Complete connected graph)

단순 연결 그래프
(Simple connected graph)
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Ⅲ. 연구 방법

일상생활에서 일어나는 문제를 합리적으로 이해, 추론하기 위해서 확률 행렬의 한

종류인 마르코프 체인을 학습, 이해하고, 서로의 생각의 차이를 공유하였다. 현실에

서 많이 사용되고 있는 마르코프 체인을 기반으로 하는 페이지 랭크를 함께 공부하

면서, 검색 알고리즘을 이해하는 것에 초점을 맞추어 학습하였다. 이렇게 이해한 내

용을 우리 주변에서 볼 수 있는 단순한 도로망에 적용해 봄으로써 실생활 문제를

논리적 또는 수학적인 도구를 사용해서 해결하고자 한다.

Ⅳ. 연구 결과

본 과정은 결과 도출 단순화를 위한 방향 그래프이며, 단순 연결 그래프라 가정하

고 결과를 도출하였다.

서울시 언북초 주변 어린이보호구역은 여러 일방통행로로 이루어져 있다(간선으로

나타낼 시 무향 그래프가 아닌 유향 그래프로 나타낼 수 있음)

그림9. 언북초 주위의 도로, 교차로 모습

이를 인접 그래프로 나타내기 위해 도로가 만나는 교차로를 노드, 도로를 간선으로

나타내었다. 인접 그래프를 이용해서 전이 행렬을 구하면 아래와 같이 나타낼 수

있다.

위 사진일 경우 텔레포트를 도입할 필요가 없어진다. 하지만, 실제 도로에서는 스파

이더 트랩이나 데스트랩이 있는지, 없는지를 모르기에, 감쇠계수를 포함해야 한다.
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이 전이행렬을 구글행렬(  P  N


N ×N ) M은 전이행렬, N은 노드의 개

수, 는 감쇠계수 0.8, 초기값 r을


로 계산한다.




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
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


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    
    
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그림10. 언북초 주위의 도로, 교차로를 

방향그래프로 나타낸 모습

이런 경우에선 E부분에서 데스 트랩이

나타나 감쇠 계수를 적용해야한다.

전이행렬을 구하면 아래가 된다.
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그림11. 방향그래프로 나타낸 모습
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구글행렬 계산 후 페이지랭크 공식, rt    Art을 반복해서 값을 업데이트한다.
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실제로 어느 값에 도달하며 수렴하게 되지만 그 부분은 너무 길어 생락한다.

Ⅴ. 결론 및 제언

일상생활에서 일어나는 문제를 합리적으로 이해, 추론하기 위해서 마르코프 체인을

학습, 이해한 후, 마르코프 체인을 바탕으로 하는 페이지랭크의 원리에 대해 살펴본

논문이다. 이러한 원리를 중학생 사사과정 학생들이 주도적으로 이해하고 실제 우

리 주변에서 볼 수 있는 도로망에 적용해 봄으로써 학생들에게 새로운 수학 관점을

제시한 측면에서 가치가 있다고 생각한다.
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Conway의 생명 게임 탐구

김지안 (솔밭중학교 3학년)

최여진 (서경중학교 3학년)

지도교수 : 김동원 (청주교육대학교 수학교육과)

(논문 구성은 아래에 제시한 목차를 활용하여 작성하며, 연구주제의 특성에 따라 변경할 수 있습니다.

단, 초록은 글꼴(신명조) 및 크기(10pt), 줄간격(130%),

본문 내용의 글꼴(신명조), 크기(11pt), 줄간격(160%)는 변경 불가합니다.)

초록(300-500자) : (글자크기 10) 반드시 포함

Ⅰ. 서론 (또는 연구의 필요성 및 목적)

어렸을 때부터 보드게임 하는 것을 좋아했기에 ‘콘웨이의 생존게임’ 이라는 주제에 

흥미를 가지게 되었고, 매우 간단한 규칙임에도 그 복잡성과 가능성이 무한하다는 

점에 주목하여 연구하게 되었다.

Ⅱ. 이론적 배경

정의 1. (콘웨이의 생명게임, Conway’s Game of Life)

바둑판처럼 정사각형의 여러 칸으로 나뉘어진 공간에서 한 칸에 한 마리씩 있는

세포들의 삶과 죽음이 펼쳐지는 게임으로, 영국의 수학자 존 호튼 콘웨이 가 만

들었다고 하여 ‘콘웨이의 생명게임’ 이라고 불린다.

정의 2. (에덴 동산, Gardens of Eden)

에덴 동산은 부모 세대를 갖지 않는 패턴이다. 즉, 어떤 패턴의 진화에서도 절대

나타날 수 없는 패턴이다.

정의 3. (oscillator)

일정한 주기를 가지고 끊임없이 반복되는 구조의 세포들을 말한다

정의 4. (토큰, token)

여기서 토큰은 수월한 설명을 위해 주고 받을 수 있는 무언가라는 의미로 사용

한 단어이다.
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<규칙>

콘웨이의 생명게임은 하나의 세대를 기점으로 생존한 세포를 표시하는데, 이때 임
의의 칸에 접한 8개의 칸 중 살아있는 세포가 있는 칸 수에 따라 해당 칸의 세포가
다음 세대에 생존할지 죽을지가 결정된다.
- 세포가 죽어있는 칸과 인접한 칸 중 세포가 살아있는 칸이 정확히 3개일 때
>> 다음 세대에 죽은 세포가 살아난다

- 세포가 살아있는 칸과 인접한 칸 중 세포가 살아있는 칸이 2개 혹은 3개일 때
>> 해당 칸의 세포는 살아있는 상태를 유지한다

- 그 의외의 경우(세포가 죽어있는 칸과 인접한 칸 중 세포가 살아있는 칸이 3개가
아니거나, 세포가 살아있는 칸과 인접한 칸 중 세포가 살아있는 칸이 2개 혹은
3개가 아닐때)
>> 세포가 죽은 상태를 유지하거나 살아있는 세포가 죽는다

Ⅲ. 연구방법

[과제 Ⅰ] 에덴 동산의 존재

[정리 1] 에덴 동산은 항상 존재한다.

n을 1 이상의 임의의 자연수로 정하고 6n x 6n 정사각형 내의 모든 패턴을 고려
한다. 1세대 중앙 (6n-2) x (6n-2) 정사각형의 내용은 0세대의 원래 6n x 6n 정사
각형의 내용에만 의존한다. 중앙의 (6n-2) x (6n-2) 정사각형은 (6n-2)^2개의 세포
를 포함하며, 각각은 살아있거나 죽었으므로 중앙 정사각형을 채울 수 있는 패턴은
2^(6n-2)^2개가 있다. 이때 우리는 n이 충분히 클 때 부모가 없는 패턴이 존재함을
보이면 된다. 이를 위해 6n x 6n 사각형을 6 x 6 크기의 n^2개의 타일로 분할한다.
각 타일은 36개의 세포를 가지며, 이때 각 세포는 죽었거나 살았거나의 두 가지 상
태가 있으므로 총 2^36만큼의 서로 다른 타일이 있다.
그러나 <그림 1>의 두 타일은 주변에 배치된 다른 타일에 관계없이 동일한 방식으
로 진화한다. 따라서 우리는 첫 번째 타일을 사용하는 모든 타일에서 전체 패턴의
진화를 변경하지 않아도 그것을 두 번째 타일로 대체 가능하다. 즉, 1세대에 존재
가능한 모든 (6n-2) x (6n-2) 패턴을 분류하고 싶다면, 0세대의 2^36-1의 서로 다른
타일로 만든 패턴의 자식만을 고려하면 된다.

      <그림 1>
6n x 6n 정사각형에는 이러한 타일이 n2개 만큼 있으므로, 가능한 자식 (1세대에
존재하는 패턴) 에는 최대 (2^36-1)^n^2개 가 있다. 또한 중앙의 (6n-2) x (6n-2)
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정사각형을 채울 수 있는 패턴에는 2^(6n-2)^2 만큼이 있다. 이때 이들 중 최대
(2^36-1)^n^2개 는 6n x 6n 정사각형의 자식으로 나타난다. 남은 것은 n이 충분히
클 때 (2^36-1)^n^2<2^(6n-2)^2 임을 보이는 것이다. 양변에 n2근을 취하면 위의 식
은 2^36-1<2^(6-2/n^)2 이 되고, n을 무한대로 보내면 2/n은 0에 수렴하므로 위의
식은 성립한다.

[과제 Ⅱ] still life 문제

[정리 1] (still life density) n x n 상자 내의 still life는 n^2/2+2n 개를 초과

하는 세포를 가지지 않는다. 또, n이 무한대로 갈 때 still life density는 1/2을

넘지 않는다

[comments] n이 매우 커지면 n^2에 비해 2n은 상대적으로 작기에 없는 취급을 해

도 되기 때문에, 첫 번째 명제가 증명되면 두 번째 명제도 함께 증명된다는 것을

알 수 있다.

<증명>

먼저 살아있는 세포와 죽은 세포 모두 2개의 토큰을 가지고 있다고 한다. 그리고

이 토큰들은 수평과 수직 방향으로 인접한 세포 (<그림 7>에서 검은색으로 색칠된

부분)들에게 재분배된다.

<그림 2>

결과적으로 각 세포들은 최소 4개의 토큰을 가지게 되는데,
다음은 이 사실을 증명하는 과정이다.
우선, 가운데 세포가 계속 생존하기 위해선 주변에 2개 혹은 3개의 살아있는 세포
만을 두어야 한다. 가운데 세포를 중심으로 2개 혹은 3개의 살아있는 세포가 있는
경우들을 모두 찾으면 <그림 8>과 같다. 단, 돌리거나 뒤집어서 같아지는 경우는
제외한다.
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<그림 3> 가운데 세포를 중심으로 2개 또는 3개의 살아있는 세포가 있는 16가지
경우

이때 회색 화살표는 죽은 세포들이 어디로 토큰을 주는지(단, 세포를 어떻게 분배할
지는
(<그림 9> 참고), 초록색 숫자는 가운데 세포가 최종적으로 가지는 토큰의 개수를
의미한다.

<그림 4>

죽은 세포가 인접한 세포에 토큰을 줄 때 <그림 9>와 같이 인접한 세포가 1~2 개
라면 토큰을 1개 씩, 인접한 세포가 3개라면 마주보는 세포에 각각 1개씩, 인접한
세포가 0,4개라면 토큰을 주지 않는다.

이 숫자들을 보면 16번째 경우(빨간색 그림)를 제외하면 모두 4 이상이다. 즉, 증명
을 완료하기 위해 이 경우를 해결해야 하는데, 16번째 경우는 12번째 경우(노란색
그림)와 본질적으로 같다. 왜냐하면 16번째 경우의 오른쪽 줄 가운데 세포(이 세포
는 12번째 경우의 가운데 세포와 동일)는 이미 3개의 살아 있는 세포와 인접하므로
더 이상 살아있는 세포와 인접할 수 없다. 16번째 경우의 오른쪽 방향으로 세로줄
이 하나 더 있다고 하면, 그 줄에는 살아있는 세포가 존재하지 않음을 의미하고, 따
라서 12번째 경우와 16번째 경우는 동일한 구조임을 알 수 있다. 따라서 각 세포들
은 최소 4개의 토큰을 가진다.

이제 이 사실을 이용하여 주어진 명제를 증명할 것이다.
nn 상자 내의 살아있는 세포 개수를 K개라고 하면 각 세포마다 최소 4개의 토큰을
가지므로 총 토큰의 수는 4K개 이상이다. 따라서 다음 부등식이 성립한다.

4K =< n x n 상자 내의 살아있는 세포 전체의 토큰 수
=< n x n 상자 내의 모든 세포의 토큰 수
=< 2(n^2+4n) (이 값은 nn 상자 내의 모든 토큰 수 2n^2과 이웃한 4n개의 세포로
부터 온 토큰 수인 8n의 합이다.)

따라서 K=<n^2/2+2n이 성립한다.

[문제 1] m x n 상자 내의 still life는 mn/2+m+n개를 초과하지 않는다.

<해답>
[정리 1]의 내용을 수용하되, 결론 부분만 약간 수정하면 된다.
4K =< m x n 상자 내의 살아있는 세포 전체의 토큰 수
=< m x n 상자 내의 모든 세포의 토큰 수
=< 2mn+4m+4n
(이 값은 mn 상자 내의 모든 토큰 수 2mn과 이웃한 2m+2n개의 세포로부터 온 토
큰 수의 합이다.)
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∴ 따라서 K =< mn/2+m+n이 성립한다.

[정리 1-2] (still life density) n x n 상자 내의 still life는 6n^2/11+24n/11
+24/11개 를 초과하는 세포를 가지지 않는다.
또, n이 무한대로 갈 때 still life density는 6/11을 넘지 않는다.

[comments] [정리 1-2] 는 [정리 1] 과 [정리 2]를 연계하여 보다 특정된 수치를 이
끌어냈다.

<증명>
이 증명에선 [정리 1]의 증명에서의 분배 방식과 다른 방식으로 토큰을 분배할 것
이다.
여기서의 분배 방식은 ‘죽은 세포는 근처의 8개의 세포 중 살아있는 세포에게 최소
1개의 토큰을 준다’ 이다. 이때 우리는 [정리 2] 에서 죽어있는 세포 근처에 올 수
있는 살아있는 세포 수는 최대 6개라는 사실을 증명했으니 토큰 수가 음수가 되지
않게 하기 위해선 세포가 최소 6개의 토큰을 가져야 함을 알 수 있다. 그러니 [정리
1]의 증명에서 세포 하나당 2개의 토큰을 가졌다고 한 가정과 달리 세포 하나당 6
개의 토큰을 가졌다고 하자.

이후엔 [정리 1]의 증명과 동일하다. 다만 [정리 1]에선 살아있는 세포가 최소 4개
의 토큰을 가지지만, 지금의 분배 방식으로 토큰을 분배하면 살아있는 세포가 최소
11개의 토큰을 가지게 된다. 또한 인접한 세포들로부터 오는 토큰 수 역시 구하는
방법이 [정리 1] 과는 다르다. [정리 1] 에선 단순히 이웃한 세포 수 4n에 2를 곱하
면 되었으나, 분배 방식이 달라진 지금, 변끼리 이웃한 세포만이 아닌 꼭짓점끼리

<그림 5>
맞닿은 세포들도 고려해야 한다. (<그림 10> 참고)
[정리 1] 에선 빨간색 부분의 세포들만 고려했다면, 여기선 파란색 세포들까지 고려
한다.
결국 nn 상자 밖에서 오는 토큰 수는 6(4n+4)=24n+24이다.

따라서 최종 식(중간 과정은 [정리 1]과 동일하여 생략)은

11K =< 6n^2+24n+24

따라서 K =< 6n^2/11+24n/11+24/11이 성립한다.

n x n
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[정리 2] 임의의 죽어있는 세포 주변에는 살아 있는 세포 수가 6개 이하이다

<증명>
편의 상, 3 x 3 상자의 각 칸에 <그림 11> 과 같이 번호를 부여한다.

<그림 6>

이 상자에서 세포 5가 죽은 세포라고 할 때, 나머지 1, 2, 3, 4, 6, 7, 8, 9의 8개 세
포 중 살아있는 세포가 6개를 초과하지 않는다는 것을 보이면 된다. still life의 근
본적 특징인 세포의 구성이 바뀌지 않는다는 것이다.
즉, 죽어있는 세포는 계속 죽어있는 상태여야 하고, 살아있는 세포는 계속 살아있어
야 그 모양을 still life 라고 부를 수 있다. 따라서 세포 5를 둘러싸고 있는 나머지
8개의 세포 중 살아있는 세포는 4개 이상의 살아 있는 세포를 이웃으로 가질 수 없
다.
인구 밀집으로 인해 살아있던 세포가 죽어서 세포의 구조가 바뀌기 때문이다. 이때
세포 1, 3, 7, 9는 고려할 필요가 없다. 왜냐하면 4개의 세포의 주위에 올 수 있는
세포들은 각각 2,4,5 / 2,5,6 / 4,5,8 / 5,6,8로 모두 최대 3개이기 때문에 인구 밀집이
발생할 수 없기 때문이다.
반면 세포 2, 4, 6, 8은 각각 이웃세포로 1,3,4,6 / 1,2,7,8 / 2,3,8,9 /4,6,7,9의 최대 4
개를 가질 수 있으므로 이 세포들을 중심으로 살펴봐야 한다.
여기서 발견할 수 있는 흥미로운 특징 중 하나는 세포 2, 4, 6, 8 이 이웃 세포로
가질 수 있는 세포들은 5를 제외한 세포들이 두 번 씩 중복되어 있다는 점이다.

따라서 4개의 세포 2, 4, 6, 8이 최대로 가질 수 있는 이웃 세포의 수는 3 x 4 = 12
인데, 이 중 절반이 중복되므로 그림 상에서 최대로 가질 수 있는 이웃 세포의 수
는 3 x 4 ÷ 2 = 6개가 된다.

[과제 Ⅲ] oscillator

[정리 1] 주기 4의 oscillator에는 주기가 4인 세포가 반드시 2개 이상이다.

comments. 주기 4의 oscillator 라도 그 세포들은 주기가 4가 아니어도 된다.

여기서 말하는 ‘주기’ 는 가능한 한 작은 숫자로 함을 전제로 하기에 주기 4의

oscillator 이더라도 이를 구성하는 세포들은 주기가 4의 약수들인 것도 가능하기 때문

이다.

1 2 3

4 5 6

7 8 9
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<증명>

[정리 1]은 주기 4의 oscillator 에서 주기가 4인 세포가 오직 1개만 존재하는 것이 불

가능하다는 말과 같다. 즉, 이 논제를 대신 증명하여도 된다.

4의 주기를 가지는 유일한 세포를 K 라고 하자. K의 상태(죽었는지 살았는지)는 주기

0,1,2 와 주기 4에서 각각 같을 수도 있고, 주기 0,1 과 주기 3,4 에서 각각 같을 수도

있다. 주기 0,2 와 주기 1,3이 각각 같을 경우 주기가 4가 아닌 2가 되기에 불가능하

다. 또한 주기 0 과 주기 1,2,3 에서 각각 같은 경우는 앞서 말한 주기 0,1,2 와 주기 4

에서 각각 같은 경우와 동일하므로 제외한다.

K의 상태로 가능한 경우가 2가지(중복제외)임을 확인하였으므로 각 경우에서 모순이

생김을 보이면 된다.

(i) 주기 0,1,2 와 주기 4가 같은 경우 - a a a b 꼴

K를 제외한 나머지 세포들은 주기가 4는 아니지만 주기 4의 oscillater 의 구성원이므

로 comments. 에서 말했던 것처럼 주기가 1이거나 2이다. 즉 주기 0과 주기 2에서 상

태가 동일하다. K 자신 역시도 a a a b 꼴이므로 주기 0과 주기 2에서 상태가 동일하

므로, K는 주기 1에서와 주기 3에서도 상태가 동일해야 한다. 주기 1,3을결정짓는건 바

로 이전 단계인 주기 0,2 이기 때문이다. 이는 K의 주기가 4라는 전제에 위배되므로

모순이다.

(ⅱ) 주기 0,1 과 주기 3,4 가 같은 경우 - a a b b 꼴

보다 효과적인 설명을 위해 a가 생존 상태, b가 죽은 상태라고 가정하자

(반대여도 논리는 동일하다). 주기 4에서 주기 0으로 넘어갈 때 죽어있던 K가 살아나

야 하므로 주기 4에서는 주위 세포가 3개여야 한다. 이때, K의 상태가 변하더라도 나

머지 세포의 주기에는 변화가 없으므로 (i)과 같이 K 외의 세포들은 주기 0, 주기 2와

주기 1, 주기 3에서 상태가 각각 같다. 이는 주기 4에서 주위 세포가 3개라면 주기 2에

서도 주위 세포가 3개여야 함을 의미하고, 이렇게 되면 주기 2(생존 상태) 에서 주기

3(죽은 상태)으로 넘어가는 게 불가능하므로 모순이다. ∎
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Ⅳ. 연구결과, Ⅴ. 결론

- [정리 1] 에덴 동산은 항상 존재한다.
- [정리 1] (still life density) n x n 상자 내의 still life는 n^2/2+2n 개를

초과하는 세포를 가지지 않는다. 또, n이 무한대로 갈 때 still life density는

1/2을 넘지 않는다

- [문제 2] m x n 상자 내의 still life는 mn/2+m+n개를 초과하지 않는다.

- [정리 1-2] (still life density) n x n 상자 내의 still life는 6n^2/11+24n/11
+24/11개를 초과하는 세포를 가지지 않는다. 또, n이 무한대로 갈 때 still life
density는 6/11을 넘지 않는다.
- [정리 2] 임의의 죽어있는 세포 주변에는 살아 있는 세포 수가 6개 이하이다.

Ⅵ. 참고문헌

Conway’s game of life Mathematics and construction

by Nathaniel Johnston and Dave Greene
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초록
수학에는 여러 가지의 규칙과 특별한 수들이 있습니다. 우리 연구에서는 이러한 수 중 카프리카 상

수에서 우리 팀만의 특수한 두 상수를 만들어냈습니다. 수에서 그 자릿수들의 수로 배열할 수 있는

두 번째로 큰 자연수에서 두 번째로 작은 수를 지속해서 뺏을 때 반복해서 나오는 수를 만들고 이

를 젬프리카 상수라고 이름을 붙었고, 수를 뒤집었을 때 더해서 자릿수가 모두 다 같은 수가 나오는

수를 리버시카 상수라고 이름을 붙었습니다. 그리고 그 두 수에 관한 연구를 하며 그 수들의 규칙들

과 공식들, 그 상수에는 어떤 수가 있는지 찾아내기도 했습니다. 거기에 더해 파이썬(python)이랑 스

크레치(scratch)인 두 코딩 프로그램을 이용하여 코딩을 해 수를 입력하면 주기가 얼마인지 나오는

젬프리카 수 프로그램을 만들어내고, 또 수를 입력하면 리버시카 상수인지 아닌지 판단할 수 있는

리버시카 상수 프로그램을 만들어냈습니다.
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Ⅰ. 서론

1. 연구 동기

연구주제 선정을 하면서 특수한 숫자나 공식들을 조사하고 있는 중간에 카프리카 상수를

발견하여 더 알아보면서 흥미를 느끼기 시작했다. 그러다 카프리카 상수를 조사하다

카프리카 상수의 특수한 규칙이 신비하게 느껴졌다. 조사를 더욱 하다 보니 우리 팀만의

상수를 만드는 것이 재밌을 것이라고 느꼈기에 우리 팀만의 규칙으로 젬프리카 상수랑

리버시카 상수를 만들어 규칙, 공식, 증명 등의 연구를 시작했다.

2. 연구 목적

가. 카프리카 상수의 정의와 수들을 알아본 다음, 카프리카 상수의 규칙을 찾아보고 그

규칙들을 연구해 본다.

나. 카프리카 상수의 규칙을 활용하여 우리만의 상수인 젬프리카 상수와 리버시카 상수를

만들어본다.

다. 젬프리카 상수와 리버시카 상수를 파이썬이랑 스크레치 같은 프로그램을 사용하여

코딩으로 나타내 본다.

3. 연구의 필요성

이 상수들의 정의, 공식, 규칙, 증명을 보여줌으로써 수학에 흥미를 느끼지 않는 사람들도

이 상수들을 보고 수학에 대해서 흥미를 느끼고 재미를 느끼고 더 깊게 조사하게 될 수

있다.

4, 연구문제

가. 젬프리카 상수를 정의하고 그 규칙을 찾아 증명하고 젬프리카 상수를 찾고 확인하기

위한 코딩을 통해 젬프리카 상수를 탐구한다.

리버시카 상수의 규칙, 조건을 구하고 증명을 한 뒤 리버시카 상수의 자릿수에 따른 모든

리버시카 상수들을 찾는 코딩과 리버시카 상수인지 찾는 코딩을 만들며 리버시카 상수를

연구했다.
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Ⅱ. 이론적 배경

1. 카프리카 상수의 유래: 카프리카 상수는 인도 수학자 D. R. Kaprekar (1905–1986)에 의

해 1949년에 발명이 되었다. 카프리카가 살던 마을에 3025라고 적혀 있는 표지판이 있었는

데 그 표지판이 넘어지면서 쪼개어져 30과 25로 나누어졌다. 그러면서 55의 제곱은 3025이

다 라는 발견에서부터 카프리카 수가 생겨났다.

2. 카프리카 상수의 정의: 수를 abcd를 예로 두면 a,b,c,d로 만들 수 있는 가장 큰 수에서

가장 작은 수를 빼는 것을 반복했을 때 다시 abcd가 나오는 신기한 상수를 말한다.

3. 카프리카 상수의 규칙: 두 자릿수의 경우에는 두 자릿수가 같은 수인 경우를 제외했을

때 9가 나오게 되는 규칙을 볼 수 있고, 세 자릿수의 경우에는 자릿수가 모두 같은 경우를

제외했을 때 규칙을 반복하다 보면 495가 나온다는 것을 알 수 있다. 네 자릿수도 항상

6174에 도달한다.

예) 95

95-59=36

63-36=27

72-27=45

54-45=9

예) 325

532-235=297

972-279=693

963-369=594

954-459=495

예) 1872

8721-1278= 7443

7443-3447=3996

9963-3699=6264

6642-2466=4176

7641-1467=6174
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4. 카프리카 상수의 원리: 네 자릿수의 경우 a, b, c,d,0 순으로 같지 않고 큰 수부터 나열했

다고 하자. 그러면 abcd-dbca=ABCD

그러면 10+d-a= D

9+c-b=C

B=b-1-c

A=a-d

ABCD가 될 수 있는 조합은 abcd, bacd, abdc,...등으로 24가지가 있다. 그중 하나인 abdc를

고르면 연립했을 때 나오는 결과는 a=7, b=6, c=4, d=1

따라서 ABCD는 6174가 되는 것을 볼 수 있다. 다른 경우도 마찬가지의 결과가 나온다.

그럼 세 자릿수를 증명하면 a, b, c, 0 순서로 큰 수부터 나열했다고 했을 때 abc-cba=ABC

C=10+c-a

B=9

A=a-c-1

ABC가 될 수 있는 조합은 여기서 6가지이다. 이 중 하나인 bac를 고르자면 a=9 b=5 c=4

따라서 ABC는 495가 되는 것을 볼 수 있다.

5. 대표적인 카프리카 상수: 6174는 7641-1467을 했을 때 6174로 나오기로 유명한 카프리카

수 중 대표적인 수이다.

6. 카프리카 상수의 세 자릿수, 네 자릿수 과정
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7. 카프리카 수의 코딩

카프리카 수의 코딩을 직접 하여 밑에 나타난 것처럼 코딩하였다.

프로그램을 실행시켰을 때 임의로 1234를 넣어보자.

- 242 -



직접 계산을 해 보았을 때 1234에서

4321-1234=3087

8730-378=8352

8532-2358=6174

결과적으로 6174가 나옴을 볼 수 있다. 프로그램을 활용했을 경우 위의 식까지 나오며

정확한 것을 볼 수 있다.
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Ⅲ. 연구방법

1. 젬프리카 상수의 연구방법

젬프리카 상수의 정의를 찾은 뒤, 세 자리, 네 자릿수 같은 조건들을 넣어 더 세밀한

연구를 진행했다. 그러면서 젬프리카 상수의 조건을 찾아내고, 겹치는 수, 홀수, 짝수 등에

있는지 검산을 했다. 그 상수가 어떤 경우에도 성립하는지 알아보고 만약 그렇지 않다면,

변수들을 찾아낸다. 그다음 단계로, 이 상수가 왜 우리가 정한 조건들에서 만족하는지

증명을 하여 일반화했다.

수정한 뒤 스크래치(scratch)를 이용하여 기본값을 코딩을 해내었다. 프로그램에서 얻은

값들을 표로 정리를 하여 연구를 끝냈다.

2. 리버시카 상수의 연구 방법

리버시카 상수란 원래 있던 수를 뒤집었는 수를 더했을 때 모든 자릿수가 다 똑같은 수가

나오는 수라고 정의를 하여 이름을 붙었다. 여기서 뒤집었다, 반대로라는 뜻이 되는

‘reverse’이라는 영어 단어를 활용하여 reverse-kar이라는 이름을 만들어내었다.

리버시카 상수를 자릿수로 나누어 조사하여 자릿수마다 예시들을 구해내면서 규칙들을

구할 수 있을지 구해보았다. 예시를 들어 두 자릿수에서는 12, 32, 45, 63등으로 무엇이

되는지, 세자릿수에는 121, 345, 246, 135등의 어떤 것들이 되는지 조사를 해 보았다.

리버시카 수의 개수에 대한 공식을 세우기 위해 두 자릿수, 세 자릿수의 개수를

구해보았다. 조사한 결과와 규칙들을 바탕으로 리버시카 수의 자릿수(n)에 따른 개수의

공식을 만들어보았다. 그 뒤 공식이나 연구에 문제나 계산 실수가 없는지 다시 검산하여

공식이 정확한지 보았다. 그 뒤로 파이썬(python)이라는 코딩 프로그램을 이용하여

리버시카 상수인지 아닌지 알려주는 프로그램을 만들어 검사해 보았다.
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Ⅳ. 연구결과

1. 젬프리카 상수

가. 정의 : 임의의 수에서 자릿값을 바꾸어 배열한 수 가운데 두 번째로 큰 수에서 두 번째

로 작은 수를 빼는 과정을 반복하면 나오는 수라고 정의를 하였다. (세 자릿수, 네 자릿수

만 가능하다)

<두 번째로 큰 수-두 번째로 작은 수>

나. 규칙 : 예외적인 경우를 제외하면 세 자릿수에서의 젬프리카 수는 450, 네 자릿수에서의

젬프리카 상수는 9009가 된다.

젬프리카 세 자릿수의 예시를 들어보았다.

597을 예시로 두자면

597

957-597=360

603-063=540

504-054=450

504-054=450

그러면 이번에는 758을 예시로 두자면

857-587=270

702-072=630

603-063=540

504-054=450

450을 다시 계산하면 504-054=450으로 계속 반복되므로, 세자릿수에서 450이 결과적으로

나온다는 것을 볼 수 있다.

이번에는 네 자릿수를 예시로 들어보자.

1348을 예시로 둬 보자면

8413-1384=7029

9702-0297=9405

9504-0495=9009

2314도 예로 들어보자.

4312-1243=3069

9603-0396=9207

9702-0297=9405
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9504-0495=9009

따라서 네 자릿수는 9009가 결과적으로 나옴을 볼 수 있다.

다. 세 자릿수인 젬프리카 수에 대한 증명:

A>B>C라고 가정하자.

두 번째로 큰 수- 두 번째로 작은 수=

(100A+10C)-(100C+10A)=100(A-C)-10(A-C)=90(A-C)임을 볼 수 있다.

9≥A>B>C≥0이므로

5.90(A-C)>0이고 A-C=1이 될 수 없음을 볼 수 있다.

따라서 A-C=2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9임을 볼 수 있다.

A-C=2가정

90X2=180

801-081=720

702-072=630

603-063=540

504-054=450

A-C=3가정

90X3=270

702-072=630

603-063=540

504-054=450

A-C=4가정

90X4=360

603-063=540

504-054=450

A-C=5가정

90X5=450

A-C=6가정

90X6=540

504-054=450

A-C=7가정

90X7=630

603-063 = 540

504-054 = 450
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A-C=8가정

90X8=720

702-072=630

603-063=540

504-054=450

A-C=9가정

90X9=810

801-081=720

702-072=630

603-063=540

504-054=450

앞의 결과에 따라 알 수 있는 것들은

2를 넣었을 때 4번

3을 넣었을 때 3번

4를 넣으면 2번

7을 넣으면 2번

8을 넣으면 3번

9를 넣으면 4번 만에 나오는데 이는 거울처럼 과정이 접었을 때 겹치는 수와 같다는 것을

볼 수 있다. 단, 4, 5는 450과 540으로 예외에 속한다. 그러나 이것도 0번, 1번으로 큰 차이

는 없다.

라. 젬프리카 상수의 예외:

① 모든 자릿수의 숫자가 짝수이거나 홀수면 마지막에 7227에서 4545가 되는 결과를 볼수

있다.

예시로 7513을 들자면

7513-1375=6138

8613-1386=7227

7272-2727=4545

예시를 이번에는 8624로 두자.

.8624-2486=6138

8613-1386=7227

7272-2727=4545

ex.8602-0286=8316

8613-1386=7227

7272-2727=4545

따라서 위의 규칙이 성립한다는 것을 볼 수 있다.
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② 큰 수, 작은 수의 개념이 네 자릿수가 같으면 없으므로 자릿수가 모두 같으면 절대 안

된다는 규칙도 존재한다.

③ 같은 수 안에서 자릿값이 2개까지 똑같은 것은 가능하다. 그러나, abab, abba, aabb같

은 네 자릿수의 경우는 결괏값이 909로 세 자릿수가 나온다.

예시: 9191: 9191-1919=7272

7272-2727=4545

5454-4545=909

예시: 6226: 6262-2626=3636

6363-3636=2727

7272-2727=4545

5454-4545=909

예시: 8877: 8787-7878=909

4. aaba, abaa 같은 경우는 특이한 특징이 있다는 것을 볼 수 있다.
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예를 들어, b가 1이고, a가 2이면 720이고, 9이면 90처럼 a가 1씩 늘 때마다 결괏값은 90씩

빠지는 규칙이 있다. 이 경우는 매우 특이하다고 생각이 돼 그래프로 나타내어 보았다.

또한, 이 그래프는 b가 9라고 하였을 때 a가 1부터 8, 720부터 90으로 가능함으로써 모든

수가 720에서 90까지가 될 수 있다.
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마. 젬프리카 상수의 코딩

위와 같이 젬프리카 상수를 스크래치를 이용하여 코딩했다. 코딩에 의해서 결괏값이 9009가

항상 나옴을 볼 수 있고, 9009까지 몇 번의 계산을 해야지 나오는지 알 수 있다.

만약 이 프로그램에 4236이라는 숫자를 입력하여 보자.
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4236:

6423-2364=4059

9504-0495-9009

실제로 프로그램에서도 2번 만에 찾았다는 것을 볼 수 있다.

그럼 이번에는 7425를 예시로 입력하여 보자.
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7425:

7524-2475=5049

9504-0495-9009

이번 결과에서도 9009가 두 번 만에 나오는 결과를 볼 수 있다.

위의 코딩은 우리가 직접 제작을 한 코딩이며, 정확하다는 것을 볼 수 있다.

바. 젬프리카 상수의 변수를 제외한 나머지 지수들의 그래프

우리가 직접 만든 스크래치 코딩으로 여러 가지 네 자릿수를 대입시킨 후 엑셀로 정리한

원그래프와 띠 그래프로 나타내었다.

*예외는 제외(앞에 있는 예외들)
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↑몇 번 만에 네 자릿수가 나오는지 백분율로 나타낸 띠 그래프↑
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↑몇 번 만에 네 자릿수가 나오는지 백분율을 나타내는 원그래프↑
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2. 리버시카 상수

가. 정의 : 숫자를 거꾸로 하여 더했을 때, 그 값의 자릿수가

모두 똑같은 수

예) 1122, 3030 등

나. 규칙/공식

1. 두 자릿수: 자릿수의 합이 0보다 크고 10보다 작은 모든 수

(0<a<10) → (0123456789)

2. 세 자릿수: 다 똑같은 자릿수를 가졌거나 연속되는 세 자릿수를 가진 수

(단, abc라고 했을 때 a+c<10, b<5이어야 함)

(예:111,222,123,246 등)

자릿수가 3 초과인 짝수일 때의 증명: abcdef에서 a+f, b+e, c+d<10

합=9:

a+f, b+e, c+d=(9가지, 10가지, 10가지)

합=8

a+f, b+e, c+d=(8, 9, 9) 합=1일 때까지 이 규칙으로 반복

자릿수가 3 초과인 짝수일 때 위의 규칙은 반복 그때 공식은

(k=1~9인 수)

n-2/2

k×(k+1)

2. 자릿수가 3 초과인 홀수면 증명: abcdefg에서 a+g, b+f, c+e<10인 짝수, d< 5

합=8: (a+g, b+f, c+e)=(8가지, 9가지, 9가지)

합=6, 4, 2일 때 (6, 7, 7), (4, 5, 5,)(2, 3, 3)

자릿수가 3 초과인 홀수일 때 규칙이 반복되므로 규칙은

n-3/2

k×(k+1)임을 볼 수 있다.

(k=1~9인 짝수의 경우를 모두 다 더함)

n-3/2

k×(k+1)임을 볼 수 있다.

다. 리버시카 상수의 공식 증명

자릿수가 3 초과인 짝수일 때의 증명: 

abcdef (여섯 자릿수 중 임의의 수)에서 a+f, b+e, c+d는 모두 10보다 작아야 한다.

합이 9인 경우 (a, f)는 (1, 8), (2, 7), (3, 6), (4, 5), (5, 4), (6, 3), (7, 2), (8, 1), (9, 

0)으로 9가지임을 볼 수 있다. (b+e), (c+d)는 둘 다 (9, 0), (1, 8), (2, 7), (3, 6), (4, 5), 

(5, 4), (6, 3), (7, 2), (8, 1), (9, 0)으로 각각 10가지이다.
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합이 8인 경우에는 (a, f)는 (1, 7), (2, 6), (3, 5), (4, 4), (5, 3), (6, 2), (7, 1), (8, 0)으

로 8가지임을 볼 수 있다. (b+e), (c+d)는 둘 다 (8, 0), (1, 7), (2, 6), (3, 5), (4, 4), (5, 

3), (6, 2), (7, 1), (8, 0)으로 각각 9가지이다.

합이 7인 경우에는 (a, f)는 (1, 6), (2, 5), (3, 4), (4, 3), (5, 2), (6, 1), (7, 0)으로 7가지

임을 볼 수 있다. (b+e), (c+d)는 둘 다 (0, 7), (1, 6), (2, 5), (3, 4), (4, 3), (5, 2), (6, 

1), (7, 0)으로 각각 8가지이다.

합이 6인 경우에는 (a, f)는 (1, 5), (2, 4), (3, 3), (4, 2), (5, 1), (6, 0)으로 6가지임을 볼 

수 있다. (b+e), (c+d)는 둘 다 (0, 6), (1, 5), (2, 4), (3, 3), (4, 2), (5, 1), (6, 0)으로 

각각 7가지이다.

합이 5인 경우에는 (a, f)는 (1, 4), (2, 3), (3, 2), (4, 1), (5, 0)으로 5가지임을 볼 수 있

다. (b+e), (c+d)는 둘 다 (5, 0), (1, 4), (2, 3), (3, 2), (4, 1), (5, 0)으로 각각 6가지이

다.

합이 4인 경우에는 (a, f)는 (1, 3), (2, 2), (3, 1), (4, 0)으로 4가지임을 볼 수 있다. 

(b+e), (c+d)는 둘 다 (0, 4), (1, 3), (2, 2), (3, 1), (4, 0)으로 각각 5가지이다.

합이 3인 경우에는 (a, f)는 (1, 2), (2, 1), (3, 0)으로 3가지임을 볼 수 있다. (b+e), (c+d)

는 둘 다 (0, 3), (1, 2), (2, 1), (3, 0)으로 각각 4가지이다.

합이 2인 경우에는 (a, f)는 (1, 1), (2, 0)으로 2가지임을 볼 수 있다. (b+e), (c+d)는 둘 

다 (0, 2), (1, 1), (2, 0)으로 각각 3가지이다.

합이 1인 경우에는 (a, f)는 (1, 0)으로 1가지임을 볼 수 있다. (b+e), (c+d)는 둘 다 (0, 

1), (1, 0)으로 각각 2가지이다.

따라서 자릿수가 3 초과인 짝수일 때 위의 규칙이 반복된다는 것을 볼 수 있다.

그때 공식은 (k=1~9인 경우 모두 다 더함) 

                                          n-2/2 

                                    k×(k+1)

임을 볼 수 있다.
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2. 자릿수가 3 초과인 홀수면 증명: 

abcdefg에서 a+g, b+f, c+e는 10보다 작은 짝수, d는 5보다 작은 수(a+g, b+f, c+e의 절

반)이어야 한다. 

합은 8인 경우에는 (a+g)는 (1, 7), (2, 6), (3, 5), (4, 4), (5, 3), (6, 2), (7, 1), (8, 0)으

로 8가지이고 b+f, c+e는 (8, 0), (1, 7), (2, 6), (3, 5), (4, 4), (5, 3), (6, 2), (7, 1), (8, 

0)으로 9가지, d는 4로 정해져 있다.

합은 6인 경우에는 (a+g)는 (1, 5), (2, 4), (3, 3), (4, 2), (5, 1), (6, 0)으로 6가지이고 

b+f, c+e는 (0, 6), (1, 5), (2, 4), (3, 3), (4, 2), (5, 1), (6, 0)으로 7가지, d는 3으로 정

해져 있다.

합은 4인 경우에는 (a+g)는 (1, 3), (2, 2), (3, 1), (4, 0)으로 4가지이고 b+f, c+e는 (0, 

4), (1, 3), (2, 2), (3, 1), (4, 0)으로 5가지, d는 3으로 정해져 있다.

합은 2인 경우에는 (a+g)는 (1, 1), (2, 0)으로 2가지이고 b+f, c+e는 (0, 2), (1, 1), (2, 

0)으로 3가지, d는 1로 정해져 있다.

따라서 자릿수가 3 초과인 홀수일 때 위의 규칙이 반복되므로 공식이 (k=1~9인 짝수의 경

우를 모두 다 더함) 

       n-3/2 

k×(k+1)임을 볼 수 있다.
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라. 리버시카 상수의 코딩

리버시카 상수 또한 카프리카 상수와 젬프리카 상수와 마찬가지로 파이썬 베타 (코딩 프로

그램)으로 코딩을 하였다.

1. 리버시카 상수인지 아닌지 판단하는 코딩 프로그램
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앞의 사진처럼 예시를 들어 7963을 예시로 들어보았다.

7963+3697=11660이므로 리버시카 상수가 아님을 판단할 수 있다.

그러면 이번에는 다른 수를 넣어보자.

2435를 넣어보면

2435+5342=7777로 리버시카 상수임을 볼 수 있다.

따라서 코딩 프로그램이 옳음을 볼 수 있다.
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2. 리버시카 상수를 찾는 프로그램

위처럼 프로그램을 실행했을 때 모든 리버시카 네 자릿수 상수들이 나오는 것을 볼 수 있

다.
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Ⅴ. 결론 

젬프리카 상수:

1. 우리만의 규칙을 사용하여 젬프리카 상수를 만들었다.

2. 직접 어떤 수가 젬프리카 상수인지 구했다.

3. 젬프리카 상수를 증명하여 규칙을 찾아내었다.

4. 젬프리카 상수의 예외들을 찾아 직접 확인해 보았다.

5. 젬프리카 상수를 스크래치 코딩으로 만들어 예외가 아닌 수들을 계산해 보았다.

6. 젬프리카 상수의 규칙을 조사하여 원그래프와 띠그래프로 나타냈다.

7. 젬프리카 상수의 최댓값과 최솟값을 구하고 가장 많은 비율의 수도 조사했다.

리버시카 상수:

1. 우리만의 규칙을 사용하여 리버시카 상수를 만들었다.

2. 리버시카 상수의 정의를 직접 구해보았다.

3. 리버시카 상수를 자릿수의 홀수, 짝수에 따라 증명해 보고, 그를 기반으로 규칙을 찾았다.

4. 규칙을 기반으로 리버시카 상수의 코딩을 하였다.

5. 첫 번째 코딩 : 수를 대입하였을 때 그 수가 리버시카 상수인지 판정해 준다.

6. 두 번째 코딩 : 리버시카 상수를 찾아준다.

알게 된 점:

이경민:수학이라는 것은 생각보다 어렵다는 것을 알게 되었다. 카프리카 수를 만든 

D.R.Kaprekar 같은 특수적인 수를 만드는 훌륭한 수학자들이 정말 대단하다는 사실을 

알게 되었다.

김지민:카프리카 상수의 규칙을 보며 단순한 규칙이어도 더 깊이 파고 들어가면 더 

심화한 내용을 찾을 수 있다는 점이 놀라웠다.

강은서: 젬프리카 상수를 연구하며 규칙과 패턴을 찾을 수 있었고, 젬프리카의 조건들에 의

해 세 자릿수부터 가능하다는 것을 알게 되었다. 또한, 수의 세계에서는 젬프리카, 리버시

카 이외에도 정말 많고 다양한 상수들이 존재한다는 것도 알 수 있었다.
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임지훈:카프리카 상수를 알게 되었고 이에 대한 우리가 직접 만든 젬프리카, 리버시카 수로 

인해 더 많은 것을 배울 수 있었다. 또한, 직접 만든 스크래치 코딩으로 코딩에 대해서도 

배울 수 있었다. 물론, 배우는 과정에서 다툼이 있긴 했어도 언제나 협동심이 필요하다는 

걸 알았다. 1명이라도 부족하면 안 되니까 말이다.

주지오: 수학의 세계를 탐구하는 것은 가능성이 무한하다. 그리고 우리는 수학의 세계에서 

젬프리카와 리버시카라는 상수를 찾았고 그것을 코딩하며 코딩에 관해서도 깊이 생각해 보

았다. 그리고 무엇보다도 팀원과의 협력이 중요 하다는 것을 알았다.
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펠 방정식의 일반화

최민준 (형곡중학교 3학년) 

지도교수 : 김민훈 (경북대학교 수학교육과)

                    

초 록

본 연구에서는 기존에 알려진 펠 방정식의 다양한 성질들과 해를 구하는 여러 방법들 그리

고 다각수와의 연관성들을 다양한 예시와 함께 정리하고 소개하였다. 펠 방정식과 쌍곡선과

의 관계성에 착안하여 펠 방정식을 고차원으로 일반화하는 방법을 제시하였다. 이 일반화된 

고차원 펠 방정식의 해를 파이썬을 이용하여 찾는 방법을 다루었다. 이 과정에서 찾은 해들 

사이의 규칙을 발견하였고 이를 이용하여 일반화된 고차원 펠 방정식의 무한한 해의 존재성

을 증명하였다. 

Ⅰ. 서론

그림 1과 같이 쌍곡선     위에 있는 모든 정수 격자점을 찾는 문제를 생각해보자.

그림 1. 쌍곡선      그래프 개형.

쉽게 찾을 수 있는 격자점은 , 등이다. 실제로 이 점들이 쌍곡선 위에 놓이는 사

실은    ×   ,    ×   의 식으로 확인할 수 있다. 이어지는 질문은 이 쌍곡선

이 무한히 많은 자연수 격자점을 포함하는지의 여부이고 이는 자연스럽지만 쉽게 알 수 있

는 내용은 아니다. 일반적으로 자연수 에 대해 방정식     을 펠의 방정식 

(Pell‘s equation)이라고 한다. 역사적으로 이 펠의 방정식의 정수해를 찾는 문제가 

Archimedes, Bhaskara, Fermat, Lagrange등에 의해 활발히 연구되었고 가 완전제곱수

인 경우에는 정수해가 유한하지만, 가 완전제곱수가 아닌 경우에는 무한히 많은 정수해가 
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존재한다는 사실이 밝혀졌다. 이 과정 속에서 다각수(polygonal numbers), 연분수 

(continued fraction), 무리수  의 유리수 근사(rational approximation)등과 펠 방정식

의 정수해와의 연관성들이 발견되며 정수론의 기초적이면서 중요한 주제가 되었다. 

본 연구에서는 펠 방정식이 2차원 유클리드 평면 위의 쌍곡선에 의해서 주어진다는 점에 

착안하여, 기하학적으로 고차원 유클리드 공간 안의 쌍곡공간(hyperboloid)에 의해서 주어

지는 고차원 펠 방정식을 생각하였다. 이 일반화된 펠 방정식 중 일부가 무한히 많은 정수

해를 가진다는 것을 증명하였다. 

이 논문은 다음과 같이 구성되어 있다. II절에서는 펠 방정식을 포함하는 일반적인 디오판

틴 방정식의 예제들과 흥미로운 사실들을 다룬다. III절에서는 펠 방정식과 다각수와의 연관

성을 다룬다. IV절에서는 기존에 알려진 펠 방정식의 해를 찾는 여러 가지 방법들을 다룬

다. V절에서는 일반적인 고차원 펠 방정식을 소개하고 주요결과인 특정 일반화된 펠의 방

정식이 무한히 많은 정수해를 가진다는 사실의 증명을 다룬다. 

Ⅱ. 이론적 배경

1. 디오판틴 방정식

디오판틴 방정식(Diophantine equation)은 다항방정식의 정수해 또는 유리수해를 찾는 것

으로 정의된다. 정리하자면 정수 혹은 유리수 계수를 갖는 다항식 …에 대해 

 ⋯  ⋯  ⋯    ∈or 의 해를 찾는 것이다. 

(예시) 디오판틴 방정식의 여러 예시들이다.

(i) 일차 부정방정식      의 정수해.

(ii) 피타고라스 삼원쌍(Pythagorean triple)      의 정수해 또는 유리수해. 중요한 

내용이기에 (2.피타고라스 삼원쌍)에서 자세히 다루겠다.

(iii) 펠 방정식      의 정수해.

(iv) 페르마의 마지막 정리      의 정수해 또는 유리수해.

(v) 중국인의 나머지 정리(Chinese Remainder Theorem)
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2. 피타고라스 삼원쌍(Pythagorean triple)

직각삼각형의 세 변의 길이를 각각 라고 할 때 피타고라스 정리     을 만족하

는 순서쌍∈을 피타고라스 삼원쌍이라 한다.

(정리) 피타고라스 삼원쌍         이다.

(증명)      ∈ 식 변형을 하면, 다음과 같다.

    






 




  

                                   


  


                                   ∎

위 식은 원의 방정식 꼴이고, 


   , 


  라 하면     이다. 

따라서      ∈은 부정방정식의 해를 찾는 문제 즉 정수론적인 문제에서 단

위원 위에 존재하는 유리점의 좌표를 찾는 기하학적 문제로 바뀌었다.

그림 2. 문제의 기하학적 표현

앞서 말한 내용을 기하학적으로 그려보면 그림 2과 같다. 위 그림에서 유리점은 점 이고, 

문제를 해결하기 위해선 점 의 좌표를 구해야 한다. 또한 점   과 을 지

나는 직선의 방정식은   


 이다. 따라서 점 의 좌표는 원의 방정식과 직선의 교점

이므로 다음과 같이 쉽게 구할 수 있다.











    

  


 

    


  




  

 


 
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∴ 
  


,  

  

  

∴
  




  

  


점 의 좌표가 에 대한 식으로 표현되었다.

(명제) 은 이 아닌 유리수이다. 

(증명)

⇔
  




  

  
; 이 아닌 유리수

⇔
  




  

  
  ; 이 아닌 유리수

⇔
  



×

  
; 이 아닌 유리수

                              ⇔ ; 이 아닌 유리수                               ∎

따라서 은 이 아닌 유리수 이므로 다음과 같이 표현 된다.

∴  


gcd    

명제에 의해 점 의 좌표는 ,에 대해 다시 써진다.


  




  

  
  

  




  

  

  


 




이다. 이때 의 값은 다음과 같다.

  ,      ,      

( ; 양의 정수)

결론적으로 피타고라스 삼원쌍 는 다음과 같다.

                                                    ∎

모든 피타고라스 삼원쌍 는 자연수 의 값으로 구할 수 있게 되었다.[1]

3. 펠 방정식(Pell's equation)

자연수 에 대해,      꼴의 방정식을 펠 방정식(Pell's equation)이라 한다.

[1] 특별한 경우에서 자연수 이 모두 홀수 이면 세변의 길이가 각각 서로소인 직각삼각형이 아니기 때문에 로 나누어 주어

야 한다. 
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4. 펠 방정식에 대한 기본적인 이해

(예)     의 그래프를 그려보자.

그림 3. 펠 방정식      그래프 개형

(관찰한 점)

(i) 펠 방정식     의 그래프는 쌍곡선(hyperbola)의 형태로 존재한다.

(ii) 점근선     ,     이 존재 한다.[2]

그림 4.     의 그래프와 점근선

(iii) 가 펠 방정식의 해 이면,    가 모두 해 이다.

[2]일반적으로 펠방정식      또한 쌍곡선의 형태로 존재하며, 점근선     ,    이 존재한다.

(증명)

    

    

 ± 

                                       ∴ ±                                           ∎

(주의)     에서 lim
→∞

      ∞   ∞이므로 은 생략할 수 있다.
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(iv) 펠 방정식     는 ± 을 해로 가진다.[3] 이를 자명해(trivial solution)라 

한다.

(v)      에서      이면, 방정식의 해는 유일하다.

(증명)

    

    

      

       ± 

                                   ∴                                       ∎

5. 라그랑지 정리(Lagrange 1768)

펠 방정식      에서 가 완전제곱수가 아닌 자연수일 때,      은 무수히 

많은 해를 가진다. 왜냐하면 주어진 자연수 에 대해      의 해를 구해내는 것은   

  가 완전제곱수가 되는 를 찾는 것과 동치이기 때문이다. (∵   ⇔    )

(예시)

(i)         ≤ 

표 1. 라그랑지 정리의 시각화

 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15

  3 9 19 33 51 73 99 129 163 201 243 289 339 393 451

제곱수 X O X X X X X X X X X O X X X

(결과)      일 때       ⇒    

(주의) 앞서 말한 펠 방정식에서 발견한 성질[4]에 따라,     모두 

해 이다. 하지만 이번 예시에서는∈만 다루도록 하겠다.

[3] 일반적인 펠 방정식      에서도 성립하는 자명한 해 이다. 만약 가 완전제곱수라면 

펠 방정식      의 해는   으로 유일하다.

[4] (4.펠 방정식에 대한 기본적인 이해)-(관찰한 점)-(iii)을 참고하여라.
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(ii)         ≤ 

표 2. 라그랑지 정리의 시각화

 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15

   4 13 28 49 76 109 148 193 244 301 364 433 508 589 676

제곱수 O X X O X X X X X X X X X X O

(결과)         일 때          ⇒     

(결론) 펠 방정식      , ∈에서, 가 끝없이 커질 때,   이 완전제곱수

가 되는 경우는 무수히 많이 존재한다. 따라서 해는 무수히 많이 존재한다.

Ⅲ. 다각수와 펠 방정식의 관계

1. 다각수(Polygonal number)

다각수는 삼각수와 정사각수를 임의의 정다각형에까지 일반화하여 얻는 평면 도형수이다. 

(예시)

표 1.  값의 변화에 따른 번째 삼각수 (  )

                        

=3

번째 

각형

번째 

각수

1 3 6 10 15

1 1+2 1+2+3 1+2+3+4 1+2+3+4+5

표 2.  값의 변화에 따른 번째 사각수 (  )
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                        

=4

번째 

각형

번째 

각수

1 4 9 16 25

1 1+3 1+3+5 1+3+5+7 1+3+5+7+9

표 3.  값의 변화에 따른 번째 오각수 (  )

(정의 3.1) 번째 삼각수를  , 번째 사각수를  , 번째 오각수를  이라 정의한다.

(관찰한 점)          ⋯  이므로 공차가 인 등차수열의 합과 같다. 따라서 

은 다음과 같이 정의할 수 있다.

  
  



 

 

         ⋯   이므로 공차가 2인 등차수열의 합과 같다. 따라서 은 다

음과 같이 정의할 수 있다.

  
  



    

         ⋯    이므로 이는 공차가 3인 등차수열의 합과 같다. 따라서 

은 다음과 같이 정의할 수 있다.

                        

=5

번째 

각형

번째 

각수

1 5 12 22 35

1 1+4 1+4+7 1+4+7+10 1+4+7+10+13

- 274 -



  
  



  

 

2. 삼각-사각수(Square triangular number)

삼각수 이면서 사각수인 자연수를 삼각-사각수(Square triangular number) 라고 한다.

번째 삼각-사각수,  란   을 만족하는 수를 말한다.

(정리 3.3) 삼각-사각수들과 펠 방정식      의 자연수 해들 사이에 일대일 대응이 

존재한다.[5]

(증명)

  

앞선 (정의 3.1)에 의해,



 
 

이다. 마저 정리 하면,

    

    

                               ∴                                   ∎

(결론) 삼각-사각수를 찾는 것과     의 자연수 해를 찾는 것이 동치이다.[6]

Ⅳ. 펠 방정식의 해를 찾는 여러 가지 방법

1. 기존의 해를 이용해서 새로운 해 찾기

앞선 연구에서 증명한 라그랑지 정리로 펠 방정식      에서 주어진 가 완전제곱

수가 아닐 때 무수히 많은 해가 존재함을 보였다. 이번에는 이미 알고 있는 기존의 해를 이

용하여 새로운 해를 찾고자 한다. 예시를 통해 간단한 관찰로 알아낼 수 있는 성질에서부터 

일반적인 펠 방정식에서도 적용되는지 증명하였다.

[5]     의 자연수 해는  ≡ mod ⇒  ≡ mod ,  ≡ mod ⇒  ≡ mod를 만족한다.

[6] 같은 방법으로 사각-오각수와     의 자연수 해들 사이에 일대일 대응이 존재함을 보일 수 있다. 증명 방법이 정확히 

같기 때문에 본 논문에서는 다루지 않았다.
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(관찰 4.1.1)     의 해들 중    가 있음을 알고 있다. 이때, 

              임을 관찰 할 수 있다. 이를 통해 기존의 해 

를 제곱하면 또 다른 해 를 얻을 수 있다는 것을 발견하였다.

(관찰 4.1.2) 이번에는    를 세제곱 해보자,

                       

이다. (관찰 4.1)에 의해 은 펠 방정식의 새로운 해가 될 것이다.

(관찰 4.1.3) 이번에는    네제곱 해보자.

            

이다. (관찰 4.1)에 의해 은 펠 방정식의 새로운 해가 될 것이다.

같은 방법으로 다섯제곱을 하면, 같은 방법으로 은 새로운 해가 될 것이다.

                

(관찰 4.2.1) 펠 방정식      의 해들 중   가 있음을 알고 

있다. 이때, (관찰 4.1.1), (관찰 4.1.2)와 같은 방법으로 새로운 해를 찾으면, 다음과 같다.

             

                       

위 관찰들로 기존의 해로 새로운 해를 찾는 방법을 알아내었다.

(정리 1) ′′″″이 펠 방정식     의 두 해이면, ′ ′ ″ ″ 의 

계수들이     의 새로운 해이다.

(증명) ′ ′ ″ ″ 의 계수들은 다음과 같다.

′ ′ ″ ″   ′″ ′″ ′″ ″′ ⋯⋆
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따라서 ⋆식의 계수들을 펠 방정식     에 대입하면,

′″ ′″  ′″ ″′  

′″  ′″  ′″′″ ′″  ″′  ′″′″ 

′″  ′″  ′″  ″′  

″ ′  ′  ″ ′  ′   

                             

                              ″  ″ ′  ′                               ∎

(따름정리 1.1) (정리 1)에 의해  이     의 해 이면, 모든 정수  ∈에 

대해,   
    

  인 정수들  도     의 해 이다. 따라서 

    이 한 개의 자연수 해를 가지면, 무한히 많은 자연수 해가 존재한다.

(증명) (정리 1)에 의해 모든 자연수 에 대해   는     의 해이다. 

  
     

 



(정리 1)에 의해,

  



  

   


  


이다.

                       


  


  


   
                                    ∎

(주의)  가 해 이므로,   도 해이다. 또한,   인 경우,   
    이

다.                                                                                ∎

(예시) 

       

        

(cf.)     

  
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2. 모든 해를 찾는 방법.

(보조정리 1) 만약, 가     의 해 이고,      이면,  ≧  ≧  [7] 이

다. 이때, 는 완전제곱수가 아닌 정수이다.

(증명)

       


 

이때,

          

이다. 따라서

  

                              ∴   또는  ≧                              ∎

   ≧  이고, 는 정수 이므로, 

    

이다.

   ≧   

                                  ∴ ≧                                   ∎

(보조정리 2)          을 만족하는 음이 아닌 정수 에 대해, 다음과 

같은 부등식에서 두 개의 크기조건을 만족한다.

     

(1.↔)    이고,   

(2.↔)    또는   

(증명) (1.←)은 자명하다. (1.→ )임을 보이자. 

∙  ≧  이기 때문에   을 대입하면 다음과 같다. 

    

하지만 위 식을 만족하는 정수 는 존재하지 않으므로 

[7] (참고) 펠 방정식     은 해 중 이 존재 하므로 최적의 부등식이다.
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 ≧ 

이다. 같은 이유로  ≧  이다. 

∙        의 역수를 취하면,

     

이다. 두 개의 부등식을 더하면,

          

    

이다.

∴      ∵ ≧  ≧ 

또한, 

          

                                ∴ ≧                                 ∎

↔도 같은 방법으로 증명할 수 있기에 증명과정은 생략한다.

(정리 2)     이 해를 가지고, 자연수 해들 중  이  값이 가장 작은 해라 하

면 다음이 성립한다.

(i)     의 임의의 정수해는 ±   
  ∈의 계수이다.

(ii)     의 임의의 자연수 해는   
  ∈의 계수이다.

(증명)   
 의 계수들이     의 해가 되는 것은 이미 (따름정리 1.1)으로 

알고 있다. 자연수 쌍 가     을 만족한다고 가정하자.      이고, 

  
 

  

∞
[8]은 ∞ 으로 발산하는 증가수열 이므로, 결론은 다음과 같다.

  
  ≦       

    인 음이 아닌 정수  ≧  가 존재한다. 

다음으로,  ≦      
     

 ⋯ ∗ 이 성립하므로, 

     
     ∈ 라 하면,      이다.

[8]   
 

  

∞
는 을 에서 무한대 까지 모든 음이 아닌 정수에 대해서 바꾸면서 해당하는 숫자들을 다 모은 집합을 

뜻한다.
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∗을 정리 하면,

 ≦      


  

이면, (보조정리 1), (보조정리 2)에 의해    이고      이다. 이것은  선택

에 모순이다. 따라서     즉,       
  이다. 일반적으로  가 정

수해인 경우도 비슷한 논리로 증명되므로 생략하겠다.                                 ∎

(예시) (정리 2)의 예시들을 살펴보자.

(주의)  이     의 자연수 해 중 이 최소라 하면, 이 자연수 해는 도 최

소이다.   
 의 두 계수들은 에 대한 증가함수이다.

(i)      의 장연수 해 중 값이 가장 작은 해는  이다. 따라서 모든 자연수 

해는        의 계수들이다.   

(ii)      의 자연수 해 중  값이 가장 작은 해는  이다. 따라서 모든 자연수 

해는        의 계수들이다.

(iii)      의 자연수 해 중  값이 가장 작은 해는  이다. 따라서 모든 자연수 

해는        의 계수들이다.

Ⅴ. 고차원의 펠 방정식

펠 방정식     은 이차원 평면상의 방정식이다. 하지만 나는 고차원의 펠 방정식은 

어떻게 표현할 수 있고, 또 어떠한 성질을 가지는지 궁금했다. 그래서 나는 3차원의 펠 방

정식 중 한 가지 경우에서 무한한 해의 존재성을 증명하였다.

1. 그래프의 개형

3차원의 펠 방정식은 쌍곡선의 형태가 아닌 쌍곡면의 형태로 존재한다.
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(예시)

그림 5.        의 그래프 개형

2. 3차원의 펠 방정식의 해

목표는 3차원 공간상의 펠 방정식은 무수히 많은 해가 존재 하는지 증명하는 것이다. 즉, 

그래프 상에서 보았을 때, 쌍곡면에서 무수히 많은 격자점을 가진다는 것을 증명해볼 것이

다. 먼저 해를 쉽게 구해보기 위해서 Python을 통해 코딩하였다.

그림 6.       의 해를 찾기 위해 작성한 코드표

그림 6을 통해 수많은 해를 구해내었다.
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그림 7.        해의 일부

펠 방정식       의 해   몇몇의 특정한 순서쌍에는 특정한 규칙이 있다

는 것을 발견하였다. 규칙들은 크게 네 가지 정도 소개하겠다.

몇몇의 순서쌍  에 대해 다음 규칙이 성립한다.

(규칙 1)       을 만족한다.

(규칙 2) (규칙 1)을 만족하는 순서쌍  의  값과, 바로 다음으로 (구칙 1)을 만족

하는 순서쌍  의  값이 같다. 연쇄적이다.

(예시)    →   →    ⋯

(규칙 3)   중  값만 나열한 수열을 이라 정의할 때, 수열 은 계차수열이

다.

(예시)  ⋯

(규칙 4) 순서쌍  중 만 나열하면 다음과 같다.

 ⋯

  ×   ×   ×   × ⋯

연속한 두 수의 곱으로 이루어져 있음을 알 수 있다.
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3. 3차원의 펠 방정식        무한한 해의 존재성 증명

앞선 연구에서 3차원 펠 방정식       의 해들을 코딩으로 찾아보고, 규칙들을 

발견해 정리해보았다. 이젠 발견한 규칙들을 이용해 일반화 시켜 무한한 해의 존재성을 증

명 하겠다. 

(증명) 앞서 말한 규칙을 만족하는 번째 순서쌍을   이라 하자.

(규칙 1), (규칙 4)에 의해  은 다음과 같다.

            

      에 대입하면,

          

                 

                                                                ∎

(결론) 3차원 펠 방정식       의 해는 무수히 많다.

Ⅵ. 결론 

이번 연구를 통해 펠 방정식과 여러 성질을 소개하고 증명해 보았다. 먼저 펠 방정식과 다

각수의 관계를 보이기 위해 다각수와 삼각-사각수를 정의하고, 삼각-사각수와 펠 방정식 

사이에 일대일 대응이 존재함을 증명하였다. 

펠 방정식의 해를 구하는 방법은 여러 가지가 있다. 그중 가장 유명한 방법은 라그랑지 정

리이다. 펠 방정식의 성질과 더불어 라그랑지 정리의 기본적인 이해를 바탕으로 기존에 알

고 있는 해를 이용해서 새로운 해를 찾는 방법과 일반적인 펠 방정식에서 모든 해를 찾는 

방법을 소개하고 증명하였다.

본 연구에서는 특정 고차원의 펠 방정식의 해에서 규칙들을 발견하여 무한한 해의 존재성

을 증명하였다. 덧붙여서,  의 새로운 유리수 근사를 고차원의 펠 방정식을 통해 얻을 수 

있는지 추가로 연구할 계획이다.
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쥐와 고양이 게임과 기하학

정우주 (여수 삼일중학교 3학년)

지도교수 : 권명기 (전북대학교 수학교육과 前순천대학교)

초록

수학에서는 문제를 해결하기 위해 여러 제약 조건을 사용하여 다각도로 문제에 접근한다.

쥐와 고양이 게임에서는 평면 상의 원으로 주어지는 초기 제약 조건 하에서 쥐가 고양이를

피할 수 있는 방법을 기하학적으로 탐구한다. 본 연구에서는 이를 확장시켜, 평면 상의 원에

서의 이동 방법을 증명하고 다양한 평면도형, 입체도형에서 점의 이동 방법을 증명한다. 연

구 가설과 이에 대한 증명을 지오지브라와 같은 작도 프로그램을 활용하여 시각적으로 검증

하고, 다양한 도형에서의 공통된 특징을 찾아내어 이동 방법의 일반적인 규칙성을 추론한다.

이 논문에서는 각속도와 점의 속력을 기반으로, 도형 내의 점이 도형 외부로 나가는 과정에

서 어떠한 기하학이 담겨있는지에 대해 고찰한다.

Ⅰ. 서론 (또는 연구의 필요성 및 목적)

쥐 고양이 게임[4]은 도형 내부의 쥐가 도형 외부의 고양이에게 잡히지 않고, 외부

로 이동하는 방법을 다룬다. 이 과정에서 핵심 요소는 점의 이동거리와 이동시간으

로 이러한 요소가 문제 해결을 위한 조건이 된다. 쥐와 고양이 게임을 원에서 해결

하고, 이 문제와 유사하게 다른 문제에 제약 조건을 변화시켜 이동 방법에 대해 생

각해 보고, 수학적 요소를 이용한 계산과, 추론을 통한 연구 방법을 계획하고, 문제

를 해결한다.

Ⅱ. 이론적 배경

1. 쥐와 고양이 게임

쥐와 고양이 게임에서는 문제 해결을 위해서 문제에 몇 가지 재미있는 설정을 추

가한다. ¹도형 내부의 점을  ′′(쥐)로 도형 겉면 상의 점을  ′′(고

양이)로 설정한 것이다. 이것이 바로 쥐와 고양이 게임이 문제의 이름인 이유이다.

²다음으로 쥐와 고양이의 속도의 비율이다. 다양한 비율의 설정이 가능하지만, 해당

영상에서는 쥐  고양이의 속도 비를   로 제시하였다. ³마지막으로 매우 전통적

으로 고양이는 쥐를 잡고 싶어하고, 이에 따라 계속해서 쥐를 쫓아 움직인다. 쥐는
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고양이를 피해 연못(연구의 핵심인 다양한 도형)으로 들어갔고, 연못 밖에서는 쥐가

고양이보다 빠르므로 쥐는 고양이를 피해 연못 밖으로만 나가면 된다.

2. 쥐와 고양이 게임의 확장

원이라는 평면 도형에서의 탈출 방법(도형 내의 한 점(쥐)이 겉면까지 이동하는

경우를 ‘탈출’이라고 명명하겠다.)만을 제시한 것은 쥐와 고양이 게임에서 가장 쉽게

발전의 여지를 찾을 수 있는 부분이다. 이외에도, 쥐와 고양이의 속도의 비를 조절

하는 방법 또는 쥐와 고양이의 수를 변하게 하는 방법도 있을 것이다. 혹은 아예

새로운 조건을 추가하여 문제를 변화시킬 수도 있겠지만, 본 연구의 목표는 문제

해결 방법의 기하학적 원리와 규칙성을 찾아보는 것이므로, 다양한 평면도형, 입체

도형에서의 탈출 방법을 알아보기로 하였다.

3. 각속도

각속도는 강체 운동(도형의 모양을 변형하지 않는 평면의 변환. 회전 이동과 평행

이동)을 대표하는 물리량 중 하나로, 기준이 되는 축 주위로 얼마나 빠르게 도는지

를 나타낸다. 각속도와 회전 수는 비례 관계이고 따라서 각속도를 회전력이라고 하

기도 한다.[6]

4. 측지선과 대원

측지선이란 직선의 개념을 굽은 공간으로 일반화한 것이고, 대원은 구의 단면 중

가장 큰 것을 뜻한다. 해당 구의 반지름과 같은 반지름인 원이며, 구면기하학에서

직선에 해당한다. 구면 상의 측지선은 대원에 해당한다고 알려져있다.[5]

5. 문제 설정 및 가설

몇 가지 평면도형 및 입체도형에서의 문제 설정 및 가설은 다음과 같다.
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① 쥐와 고양이 게임 (원)

반지름이 노란색 영역의 


인 파랑색 영역 내부를 쥐가 계속해서 돌게됨으로써, 각

속도 차이에 의해 쥐와 고양이 사이의 각이 벌어지게 되고, (파란색 영역)  (초록

색 영역)에서 쥐가 계속해서 회전 운동을 반복하다가, 쥐-고양이 사잇각이  가〫

될 때 쥐가 노란색 원의 원주를 향해 이동하면 탈출할 수 있다.

② 쥐와 고양이 게임 (정삼각형)

실제 거리의 최솟값과 차이가 나는 부분에서도, 이후 쥐의 이동으로 인한 쥐-고양

이 사이 거리 최소화를 위해 고양이는 쥐를 쫓게 된다. 이때 쥐가 위치한 파란색

삼각형의 한 변은 고양이가 변의 위에 있는 노란색 삼각형의 한 변의 


이므로 각

속도 차이에 의해 쥐-고양이 사잇각이 벌어지게 된다.
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③ 쥐와 고양이 게임 (정사각형)

정삼각형과 마찬가지로 실제 거리의 최솟값과 차이가 나는 부분에서도, 이후 쥐의

이동으로 인한 쥐-고양이 사이 거리 최소화를 위해 고양이는 쥐를 쫓게 되고, 이때

쥐가 위치한 파란색 사각형의 한 변의 길이는 고양이가 변의 위에 있는 노란색 사

각형의 한 변의 


이므로 각속도 차이에 의해 쥐-고양이 사잇각이 벌어지게 된다.

④ 쥐와 고양이 게임 (구)

구에서 본 연구의 풀이 전략은 입체도형에 대한 문제를 평면도형의 경우로 변형시

키는 것이다. 이를 위해 고양이, 쥐, 구의 중심을 지나는 평면을 생각하고, 이 평면

과 구가 만나서 생기는 원을 고려한다. 이 원을 기존의 쥐와 고양이 게임에서 해결

한 원에서와 같은 문제로 만들어서 해결한다.
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⑤ 쥐와 고양이 게임 (정사면체)

입체도형인 정사면체 역시 어떻게 해야 입체도형을 평면도형의 기준을 이용해 판단

할 수 있는지가 중요하다. 이를 위해 정사면체에서는 내부에 닮음비가   인 정사

면체를 그리는 기존의 방식과 전개도를 이용해서 고양이의 속력×시간과 쥐의 속력

×시간의 차이를 이용하는 방식을 함께 사용했다.

⑥ 쥐와 고양이 게임 (정육면체)

정육면체도 마찬가지로 입체도형인 정육면체를 평면도형인 정사각형과 같이 생각하

고 문제를 풀어야 한다. 정사면체와 마찬가지로 정육면체에서도 내부에 닮음비가

  인 정육면체를 그리는 기존의 방식과 전개도를 이용해서 고양이의 속력×시간과

쥐의 속력×시간의 차이를 이용하는 방식을 함께 사용했다.

Ⅲ. 연구방법

1. 탈출 시작 구간 추론
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연구를 수행하기 위해 가장 먼저 기존의 쥐와 고양이 게임을 지오지브라를 통해서

현해 보고, 이때 쥐가 탈출하는 방법의 핵심이 무엇인지 생각해본다. 또한 정삼각형과

정사각형에서 쥐와 고양이 게임의 원과 같이 쥐가 고양이를 피해 탈출할 수 있는 안전

지대를 추론하고 이를 정각형 상에 적용해 본다. 이후 속력, 시간, 각속도를 고려한

수학적 계산을 통하여, 쥐가 실제로 고양이를 피해 탈출할 수 있는지를 검토해본 뒤

이를 차원 도형에 적용해본다.

2. 3차원 공간의 적용

또한 위의 개념을 차원 도형에 적용할 때는 최단거리 경로를 활용한 구를 먼저 구

현해 본다. 이를 이용해서, 정육면체와 정사면체를 작도한 뒤 (비록 곡선은 아니지만)

최단거리 경로의 개념을 정면체에 적용하여 차원 도형과 같이 쥐가 고양이를 피해

탈출할 수 있는 안전지대를 추론하고, 작도한 도형에 표현해 본다.

추가적으로, 차원 도형인 정면체의 경우에는 그 전개도를 생각해 볼 수 있다. 두

점이 전개도 내부를 벗어나지 않는 직선으로 이어진다면, 그 직선 경로를 다시 정다면

체 위에서 그렸을 때(측지선)가 최단 경로가 될 것이다. 따라서 평면과 정면체와의

교선이 전개도를 통해 얻은 최단 거리 경로와 같게 되는 경우가 있는지를 연구한다.

이 연구를 위해 지오지브라를 활용해서 정면체를 작도하여 가설을 검증해보고, 지오

지브라에서 가설에 대한 반례가 나온다면, 왜 가설이 잘못되었는지 수학적으로 이해해

보고, 충분히 많은 경우에 대한 반례가 등장하지 않는다면, 가설이 참일 것이라고 예상

하고 수학적 증명을 시도해본다.
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과제번호 사진 설명


쥐와 고양이 게임

(원)


쥐와 고양이 게임

(정삼각형)


쥐와 고양이 게임

(정사각형)
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
쥐와 고양이 게임

(구)


쥐와 고양이 게임

(정사면체)


쥐와 고양이 게임

(정육면체)
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Ⅴ. 연구결과

M 은 점 쥐를 나타내고, C 는 점 고양이를 나타낸다.

① 과제 

지오지브라로 구현한 쥐과 고양이 게임 (원)

쥐의 속도는 , 고양이의 속도는 이다. 이때 내부의 파란색 원의 반지름은 외부의

노란색 원의 반지름의 


이므로, 쥐가 파란색 원 속에서 계속해서 돈다면 각속도

차이에 의해서 ∠MOC 의 크기는 점점 커지게 된다. 쥐와 고양이의 사잇각의 크기

가 가 되었을 때 쥐가 파란색 원에서 노란색 원 밖으로 이동하면, 쥐의 이동거

리는 , 고양이의 이동거리는 이므로 ×  이고 쥐는 탈출이 가능하다.

위의 증명으로 해당 도형에서 쥐의 탈출이 가능함을 밝혀내었다. 해당 도형을 작도

하는 방법은 다음과 같다.

① 중심을 점 로 하고 반지름의 길이가 인 원  작도한다.

② 중심을 점 로 하고 반지름의 길이가 인 원 ′를 작도한다.

③ 원 ′의 원주 상의 한 점 를 잡고, 원 의 원주 상의 한 점 를 잡는다.

④ ∠MOC의 크기를 나타낸다.(그림 상에서는 )

⑤ 점 와 점 을 애니메이션을 이용해서 회전시킨다.(이때 원′의 반지름의

길이가  이라면 각의 크기 변화가 이므로  보다 약간 작게 해준다.)

결론: ∠MOC의 크기가 점점 증가하는 것을 확인할 수 있고, 이로 인해 각 ∠MOC

의 크기가 가 되었을 때 쥐가 탈출할 수 있다.
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② 과제 

지오지브라로 구현한 쥐과 고양이 게임 (정삼각형)

쥐의 속도는 , 고양이의 속도는 이다. 이때 내부의 파란색 삼각형의 한 변의 길이

는 외부의 노란색 삼각형의 한 변의 길이의 


이므로, 쥐가 파란색 삼각형 속에서

계속해서 돈다면 각속도 차이에 의해서 ∠MGC 의 크기는 점점 커지게 된다. 쥐와

고양이의 사잇각의 크기가 가 되었을 때 쥐가 파란색 삼각형의 한 변에서 노

란색 삼각형의 한 변으로 이동하면, 쥐의 이동거리는 , 고양이의 이동거리는 

이므로 ×  이므로 쥐는 탈출이 가능하다. 내부의 파란색 삼각형에서 노란색

삼각형의 변 위의 지점까지의 거리는 파란색 삼각형의 꼭짓점에서 차이가 발생하나

(오른쪽 그림의 색칠되지 않은 부분), 파란색 삼각형을 계속해서 회전하는 쥐를 잡

기 위해, 고양이도 계속해서 회전한다는 조건을 추가했다.

위의 증명으로 해당 도형에서 쥐의 탈출이 가능함을 밝혀내었다. 해당 도형을 작도

하는 방법은 다음과 같다.

① 한 변의 길이를 로 하는 정삼각형 를 작도한다.

② 정삼각형 의 무게중심 를 잡는다.

③ 정삼각형 와 무게중심을 공유하고, 한 변의 길이를 로 하는 정삼각형 ′를 작

도한다.

④ ∠MGC의 크기를 나타낸다.

⑤ 점 와 점 을 애니메이션을 이용해서 회전시킨다.(이때 정삼각형 ′의

한 변의 길이가 이라면 각의 크기 변화가 0이므로 1보다 약간 작게 해준다.)

결론: ∠MGC의 크기가 점점 증가하는 것을 확인할 수 있고, 이로 인해 ∠MGC의

크기가 가 되었을 때 쥐가 탈출할 수 있다.
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③ 과제 

지오지브라로 구현한 쥐과 고양이 게임 (정사각형)

쥐의 속도는 , 고양이의 속도는 이다. 이때 내부의 파란색 사각형의 한 변의 길이

는 외부의 노란색 사각형의 한 변의 길이의 


이므로, 쥐가 파란색 사각형 속에서

계속해서 돈다면 각속도 차이에 의해서 ∠MOC의 크기는 점점 커지게 된다. 쥐와

고양이의 사잇각의 크기가 가 되었을 때 쥐가 파란색 사각형의 한 변에서 노

란색 사각형의 한 변으로 이동하면, 쥐의 이동거리는  , 고양이의 이동거리는 이

므로 ×  이므로 쥐는 탈출이 가능하다. 하지만, 각 꼭짓점에서는 쥐의 이동거

리가 약 , 고양이의 이동거리는 이므로 사각형의 꼭짓점에서는 쥐의 탈출이 불

가능하다. 따라서 쥐의 탈출이 불가능한 범위는 초록색 사각형으로부터  이상 떨

어져 있는 부분이다. 우측의 그림은 탈출 가능 범위를 반지름이 인 원을 이용해서

나타낸 것이다. 사각형에서도 삼각형에서와 마찬가지로, 내부의 파란색 사각형에서

노란색 사각형의 변 위의 지점까지의 거리는 파란색 사각형의 꼭짓점에서 차이가

발생하나(탈출 불가능 범위), 파란색 사각형을 계속해서 회전하는 쥐를 잡기 위해,

고양이도 계속해서 회전한다는 조건을 추가했다.

위의 증명으로 해당 도형에서 쥐의 탈출이 가능함을 밝혀내었다. 해당 도형을 작도

하는 방법은 다음과 같다.

① 한 변의 길이를 로 하는 정사각형 를 작도한다.

② 정사각형 의 중심 를 잡는다.

③ 정사각형 와 중심을 공유하고, 한 변의 길이를 로 하는 정삼각형 ′를 작도한

다.
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④ ∠MOC의 크기를 나타낸다.

⑤ 점 와 점 을 애니메이션을 이용해서 회전시킨다.(이때 정사각형 ′의

한 변의 길이가 이라면 각의 크기 변화가 이므로 보다 약간 작게 해준다.)

결론: ∠MOC의 크기가 점점 증가하는 것을 확인할 수 있고, 이로 인해 ∠MOC의

크기가 가 되었을 때 쥐가 탈출할 수 있다.

과제 2과 과제 3은 또한 Leonidas J. Guibas⦁John Hershberger의 접근 방법[3]과

같이 평면 도형의 최단 이동 거리의 알고리즘화를 통헤서 해결할 수도 있었다. 해

당 알고리즘을 통해서 쥐와 고양이 각각의 경로를 구하고, 경로의 길이에 속도의

비를 적용하여 쥐의 탈출이 가능함을 증명할 수 있다.

④ 과제 

지오지브라로 구현한 쥐과 고양이 게임 (구)

입체도형인 구에서의 탈출 방법을 탐구하기 위해서, 구면에서의 최단거리경로가 대

원으로 나타난다는 사실을 이용한다. 즉 구의 중심과 쥐, 고양이를 지나는 평면을

그린 뒤, 해당 평면을 과제 ①의 쥐과 고양이 게임 (원)과 같이 생각한다. 그렇게

되면, 원과 마찬가지로 쥐의 속도는 , 고양이의 속도는 이고 내부의 파란색 원의

반지름은 외부의 노란색 원의 반지름의 


이므로, 쥐가 파란색 원 속에서 계속해

서 돈다면 각속도 차이에 의해서 ∠MOC 의 크기는 점점 커지게 된다. 쥐와 고양

이의 사잇각의 크기가 가 되었을 때 쥐가 파란색 원에서 노란색 원 밖으로 이

동하면, 쥐의 이동거리는 , 고양이의 이동거리는 이므로 ×  이므로 결국

내부의 파란색 구에서 외부의 노란색 구로 이동할 수 있게 되고 쥐는 탈출이 가능

하다.
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위의 증명으로 해당 도형에서 쥐의 탈출이 가능함을 밝혀내었다. 해당 도형을 작도

하는 방법은 다음과 같다.

① 중심을 점 로 하고 반지름의 길이가 4인 구 를 작도한다.

② 중심을 점 로 하고 반지름의 길이가 1인 구 ′를 작도한다.

③ 구 ′의 겉면 상의 한 점 를 잡고, 구 의 겉면 상의 한 점 를 잡는다.

④ 구의 중심 , 점 , 점 을 지나는 평면을 그린다.

결론: 측지선의 개념을 이용하여 입체도형인 구를 평면도형인 원의 풀이 방법을 이

용하여 과제 ①의 쥐과 고양이 게임 (원)과 같은 결과를 얻어낼 수 있다.

⑤ 과제 

지오지브라로 구현한 쥐과 고양이 게임 (정사면체)

입체도형인 정사면체에서의 탈출 방법을 탐구하기 위해서, 전개도를 생각해보자.

Jim Stewart의 최단 이동 거리 알고리즘화에 수록된 그림[4]과 같이 전개도화를 통

해서 입체도형에서의 최단 이동 거리 문제를 해결할 수 있었다. 먼저 정사면체를

전개도화 하여 평면도형으로 생각한다. 그리고 과제 ②의 쥐과 고양이 게임 (정삼각

형)에서의 증명을 이용하여, 쥐와 고양이가 각속도 차이를 이용하여 정사면체의 정

반대편에 위치할 수 있다는 점을 이용하여 쥐와 고양이를 각각 정반대편에 위치시

킨다. 다음으로 내부의 정사면체에 위치한 쥐의 위치에서 외부의 정사면체까지 거

리가 가장 짧은 지점 (쥐의 예상 탈출 지점)를 측정하고, 전개도를 이용하여, 고양

이의 설정위치에서 쥐의 예상 탈출 지점까지 거리를 계산한다. 이때, 쥐의 이동거리

는 그림과 같이 이고, 고양이의 이동거리는 이다. ×  이므로 쥐는 탈출

이 가능하다. 다른 방법으로 쥐의 이동거리를 역으로 이용해보았다. 첫 번째 방법과

마찬가지로 쥐는 내부의 정사면체의 한 면의 중심에 위치해 있고, 고양이는 외부의

정사면체 위의 점이다. 이때 쥐의 예상 이동거리는 이고, 쥐의 예상 탈출 지점
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에서 반지름 의 원을 작도한다. 이때 원이 정사면체의 한 면을 벗어난 부분은

원주와 정사면체의 교점을 이용해서 옆의 삼각형에 표현했다.(그림의 개의 원) 이

도형 또한 내부의 주황색 정사면체에서 외부의 노란색 정사면체의 면 위의 지점까

지의 거리는 주황색 정사면체의 꼭짓점에서 차이가 발생하나, 주황색 정사면체를

계속해서 회전하는 쥐를 잡기 위해, 고양이도 계속해서 회전한다는 조건을 추가했

다.

위의 증명으로 해당 도형에서 쥐의 탈출이 가능함을 밝혀내었다. 해당 도형을 작도

하는 방법은 다음과 같다.

① 한 변의 길이를 로 하는 정사면체 를 작도한다.

② 무게중심 를 잡고, 무게중심을 공유하고, 한 변의 길이를 로 하는 정사면체 ′

를 작도한다.

③ 정사면체 ′의 겉면 상의 한 점 를 잡고, 정사면체 의 겉면 상의 한 점

를 잡는다.

④ 정사면체 의 전개도를 작도한다.

⑤ 쥐의 예상 탈출 지점을 정사면체 에 표시하고, 반지름이 인 원을 그린다.

⑥ 원주와 정사면체의 교점을 잡고, 이 점들을 지나고, 반지름이 인 원을 그린

다.

결론: 전개도를 이용하여 입체도형인 정사면체를 평면도형인 정삼각형의 풀이 방법

을 이용하여 탈출 방법을 모색해보았고, 예상 탈출 지점의 추론과, 속도 비를

이용한 거리 계산으로 고양이의 위치에 따른 쥐의 탈출 가능 여부도 판단해

볼 수 있다.

⑥ 과제 

지오지브라로 구현한 쥐과 고양이 게임 (정육면체)
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입체도형인 정육면체에서의 탈출 방법을 탐구하기 위해서, 정사면체와 마찬가지로

전개도를 생각해보자. 먼저 정육면체를 전개도화 하여 평면도형으로 생각한다. 그리

고 과제 ③의 쥐과 고양이 게임 (정사각형)에서의 증명을 이용하여, 쥐와 고양이가

각속도 차이를 이용하여 정육면체의 정반대편에 위치할 수 있다는 점을 이용하여

쥐와 고양이를 각각 정반대편에 위치시킨다. 다음으로 내부의 정육면체에 위치한

쥐의 위치에서 외부의 정육면체까지 거리가 가장 짧은 지점(쥐의 예상 탈출 지점)

를 측정하고, 전개도를 이용하여, 고양이의 설정위치에서 쥐의 예상 탈출 지점까지

거리를 계산한다. 이때, 쥐의 이동거리는 이고, 고양이의 이동거리는 이다.

×  이므로 쥐는 탈출이 가능하다. 다른 방법으로 쥐의 도착지점을 추론해보

았다. 측지선의 개념을 이용하여 쥐의 예상 탈출 지점, 고양이의 위치, 쥐와 고양이

사이의 한 면의 중심()을 지나는 평면을 그리고, 고양이 → 평면과 모서리의 교

점1 → 평면과 모서리의 교점2 → 쥐 까지의 경로가 최소일 것이라고 판단하고, 지

오지브라 상에서 구현해보았다. 하지만 결과는 예상과 달리 최단거리가 될 수 없었

다.

(전개도 반례 사진)

새롭게 발생한 문제를 해결하기 위해서, 먼저 전개도에 선분을 작도한 뒤, 전개도를

접는 방법을 생각해 보았다. 그리고 이전 방법에서의 오류를 찾게 되었다.
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내가 계획한 전개도이다. 쥐의 탈출위치를 로 고양이의 위치를 (번째 빨간 점)

으로 설정하고, 선분 의 중점을 지나는 점과 , 를 지나는 평면을 생각했던 것이

다. 하지만 실제로는 오른쪽의 그림처럼 전개도를 접었을 때, 이 네 점들은 한 평면

위에 있지 않다. 이것이 오류가 발생한 원인이었고, 이를 도입하여 문제를 해결해

보면, 쥐의 이동거리는 이고, 고양이의 이동거리는 


이다. × 



이므로 쥐는 탈출이 가능하다. 이 도형 또한 내부의 초록색 정육면체에서 외부의

노란색 정육면체의 면 위의 지점까지의 거리는 초록색 정육면체의 꼭짓점에서 차이

가 발생하나, 초록색 정육면체를 계속해서 회전하는 쥐를 잡기 위해, 고양이도 계속

해서 회전한다는 조건을 추가했다.

위의 증명으로 해당 도형에서 쥐의 탈출이 가능함을 밝혀내었다. 해당 도형을 작도

하는 방법은 다음과 같다.

① 한 변의 길이를 로 하는 정육면체 를 작도한다.

② 중심 를 잡고, 중심을 공유하고, 한 변의 길이를 로 하는 정육면체 ′ 를 작

도한다.

③ 정육면체 ′의 겉면 상의 한 점 를 잡고, 정육면체 의 겉면 상의 한 점

를 잡는다.

④ 정육면체 의 전개도를 작도한다.

⑤ 쥐의 예상 탈출 지점을 정육면체 에 표시하고,과 전개도의 교점을

잡는다.

결론: 전개도를 이용하여 입체도형인 정육면체를 전개도화해서, 두 점 사이의 최단

경로를 구해보고, 다른 과제들과는 달리 탐구 과정의 오류를 발견하고, 이를

해결하며 더 다양한 작도의 방법에 대해 깊이 있게 알게 되었다.

과제 5와 과제 6은 또한 천진동⦁이제한의 접근 방법[1]과 같이 다면체의 최단 이

동 거리 알고리즘화를 통헤서 해결할 수도 있었다. 해당 알고리즘을 통해서 쥐와

고양이 각각의 경로를 구하고, 경로의 길이에 속도의 비를 적용하여 쥐의 탈출이

가능함을 증명할 수 있다.

Jim Stewart의 최단 이동 거리 알고리즘화에 수록된 그림[2]과 같이 전개도화를 통

해서 과제 5와 과제 6을 해결할 수 있었다.
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Ⅵ. 결론 및 제언

쥐과 고양이 게임은 겉보기에는 단순한 게임이지만 실제로는 두 점 사이의 거리

를 구하는 다양한 방법에 대해 논의할 수 있는 문제이다. 확장하여 생각해보면, 이

문제를 해결하기 위해서 각 차원의 도형을 단순화하고, 낮은 차원에서 환원해보는

것은 수학의 효과적인 접근법이다.

나는 이 문제를 탐구하기 위해 다양한 도형(원 외 개 도형)을 작도해보고, 각속

도를 적용하여, 이 문제들의 특징을 일반화해보았다. 또한, 시간속력

거리
을 이용하여

쥐의 탈출 지점까지 거리를 예측하고 이를 고양이라는 다른 대상에게 적용하며, 문

제를 뒤집어서 생각해보기도 하고, 전개도를 이용하여 문제를 새로운 방법으로 해

결하기 위한 시도 또한 해보았다.

도형의 작도의 어려움으로 인해 포물선, 타원과 같은 이차곡선에서의 탐구가 어

려웠고, 정다각형과 같은 특수한 도형에 대한 탐구만을 진행하며, 자연에서 보이는

유연하고 변형된 도형에 대한 탐구는 진행할 수 없었다. 하지만 내가 한 연구를 바

탕으로 특정한 도형에 대한 이해도를 높일 수 있었고, 더 나아가 이차곡선과 변형

된 도형에도 적용할 수 있는 일반화된 특징을 찾는데 활용해보고자 한다.
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수의 패턴이 그리는 그림:

수 바람개비의 특징 연구

김예진 (용문초등학교 6학년)

손민권 (남문초등학교 6학년)

심민재 (대치초등학교 6학년)

옥지훈 (안민초등학교 6학년)

주민영 (동성초등학교 6학년)

지도교수 : 이동환 (부산교육대학교 수학교육과)

초록 : 본 연구의 목적은 일정한 규칙에 따라 수의 패턴을 그림으로 나타냈을 때 발견할 수

있는 특징을 탐구하는 것이다. 한 점에서 시작한 그림이 다시 그 점으로 돌아오고 그 뒤로

같은 그림이 반복해서 만들어지는 현상에 주목하여, 이러한 그림을 수 바람개비라고 정의했

다. 수 바람개비가 만들어지는 수의 패턴을 탐구하고 그 규칙을 일반화하였다. 그 과정에서

여러 가지 주기의 수열을 컴퓨터 프로그램을 이용해서 탐구해보았고, 그 결과 주기가 4의

배수가 아닌 수열은 바람개비 그림이 그려졌지만, 주기가 4의 배수인 수열은 대부분 바람개

비 그림이 그려지지 않는 것을 알 수 있었다.

Ⅰ. 서론 

고대 피타고라스 시대부터 도형과 수를 관련시키려는 시도가 있었다. 그러한 시

도는 대개 특정한 어떤 도형에 특정한 어떤 수를 대응시키는 것인데, 도형에 대응

시킨 수를 도형수라고 한다(박교식, 2004). 예를 들어, 정삼각형 모양의 배열을 만드

는 점의 수로 이루어진 수열 1, 3, 6, 10, 15, …을 삼각수라고 하는데, 삼각수도 일

종의 도형수이다. 도형수가 도형에 수를 대응시키면서 수의 패턴을 만들어내는 활

동이라면, 수의 패턴을 먼저 만들고 이에 대응하는 도형이나 그림을 만드는 활동도

가능할 것이다. 그래서 본 연구는 수의 패턴에 대응하는 그림을 만들고 그 특징을

살펴보고자 하였다.

3의 배수에서 각 자리의 숫자들을 더해서 한 자리의 수로 나타내는 규칙이 있다.

예를 들어, 12의 경우 1+2=3으로 나타내고 24는 2+4=6 그리고 39는 3+9=12, 1+2=3

으로 나타내는 규칙에 따라 3의 배수를 나타내보면 <표 1>과 같이 3, 6, 9가 반복

적으로 나타나는 것을 확인할 수 있다.

<표 1> 3의 배수에서 찾은 수의 패턴

3단 3 6 9 12 15 18 21 24 27 30 33 36 39 …

수 패턴 3 6 9 3 6 9 3 6 9 3 6 9 3 …
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이런 규칙에 따라 2의 배수, 4의 배수 등을 나타내면서 수의 패턴을 발견할 수 있

다. 이러한 수의 패턴에 따라 그림을 그리는 방법을 추가하여 그림으로 나타낼 수

있다. 본 연구는 특정한 수의 패턴을 만들고 이를 그림으로 나타냈을 때 어떠한 특

징을 발견할 수 있는지 탐구하고자 한다.

Ⅱ. 수 바람개비

가. 수의 패턴으로 그림 그리는 방법

방향 → ↓ ← ↑ → ↓ ← ↑ → …

수 패턴 3 6 9 3 6 9 3 6 9 …

<표 2> 수의 패턴과 방향

수의 패턴에 4가지 방향(→,↓,←,↑)을 적용하여 그림을 그릴 수 있다(<표 3> 참

고).

→ 방향으로 3 ↓ 방향으로 6 ← 방향으로 9

↑ 방향으로 3 → 방향으로 6 ↓ 방향으로 9

<표 3> 수의 패턴으로 그림 그리는 방법
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나. 수 바람개비의 정의

<표 3>의 그림들은 <표 2>를 그림으로 나타낸 것이며 그림이 완성되는 과정 또

한 나타낸 것이다. 표를 사용해 그림을 그리며 우리에게 익숙한 모양이 나옴에 놀

랐고 이 그림 또한 반복되는 패턴과 규칙이 있음에 놀랐다. 한 점에서 시작한 그림

이 다시 그 점으로 돌아오고 그 뒤로 같은 그림을 반복해서 만들어지며. 이 그림은

마치 바람개비처럼 생겼으며 수를 이용하여 만든 그림이기에 수 바람개비라고 정의

했다.

Ⅲ. 연구 결과

가. 수 바람개비가 만들어지는 조건

  먼저 이 연구를 시작하게 만든 아이디어인 수의 배수들에 나타나는 수를 쓴 후

그 수의 각자리 수의 합을 한 자릿수가 나올 때까지 계속해서 나온 수를 이용해서

그림을 그려보았다. (예를 들어 12는 1+2=3, 198은 1+9+8=18, 1+8=9이다) 2의 배수

부터 9의 배수까지의 수를 이용해서 그림을 그려본 결과 모두 수 바람개비 그림이

그려지는 것을 확인할 수 있었다. 또한, 2의 배수부터 9의 배수까지는 각자리 수의

합이 1, 3, 9주기로 반복되는 것을 확인할 수 있었다.
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2의 배수 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 22 24 …

수 패턴 2 4 6 8 1 3 5 7 9 2 4 6 …

3의 배수 3 6 9 12 15 18 21 24 27 30 33 36 …

수 패턴 3 6 9 3 6 9 3 6 9 3 6 9 …

4의 배수 4 8 12 16 20 24 28 32 36 40 44 48 …

수 패턴 4 8 3 7 2 6 1 5 9 4 8 3 …

5의 배수 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50 55 60 …

수 패턴 5 1 6 2 7 3 8 4 9 5 1 6 …

6의 배수 6 12 18 24 30 36 42 48 54 60 66 72 …

수 패턴 6 3 9 6 3 9 6 3 9 6 3 9 …

7의 배수 7 14 21 28 35 42 49 56 63 70 77 84 …

수 패턴 7 5 3 1 8 6 4 2 9 7 5 3 …

8의 배수 8 16 24 32 40 48 56 64 72 80 88 96 …

수 패턴 8 7 6 5 4 3 2 1 9 8 7 6 …

9의 배수 9 18 27 36 45 54 63 72 81 90 99 108 …

수 패턴 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 …

<표 4> 배수에서 나타나는 수 패턴

그다음은 숫자를 바꾸거나 주기를 바꾸는 등 여러 가지에 변화를 주어서 그림을

그려본 결과 주기가 {1, 2, 3, 5, 7} 등 4의 배수가 아니면 수 바람개비가 항상 그려

지고, 주기가 4, 8 등 4의 배수이면 수 바람개비 그림이 그려지지 않는 경우가 많았

다. 특히 주기가 4의 배수이고 수 바람개비 그림이 그려지지 않았을 경우 모두 한

쪽 방향으로 동일한 그림이 반복적으로 그려지는 현상이 있었다.

이를 확인한 후 스크래치 블록 코딩을 통해 수많은 주기를 빠른 속도로 확인해볼

수 있었다. 주기가 4의 배수가 아닌 경우에는 그림이 원점으로 돌아온다는 것은 변

함없었지만, 주기가 4의 배수일 때는 그림이 원점으로 돌아오는 경우가 종종 생겼

다. 주기가 4의 배수일 때 그림이 원점으로 돌아오는 경우를 알아보기 위해 주기가

1부터 5000까지 각각의 경우를 무작위로 지정하여 여러 번 돌려본 결과 원점으로

돌아오지만 4의 배수인 주기가 0, 1, 2개씩 생겼다. 하지만 4의 배수이면서 원점으

로 돌아오는 주기는 수열을 바꿀 때마다 달라지는 것을 확인했다. 예를 들어 주기

가 {1, 2, 3, 4}가 반복되는 경우에는 왼쪽 대각선 위로 사각형 모양이 반복적으로

나타나고, 주기가 {1, 2, 3, 4, 8, 7, 6, 5}가 반복되는 경우에는 사각형 모양의 수 바

람개비 그림이 그려지는 것을 확인할 수 있었다.

- 310 -



[그림 1] 주기가 {1, 2, 3, 4}인 경우

[그림 2] 주기가 {1, 2, 3, 4, 8, 7, 6, 5}인 경우

나. 수 바람개비가 만들어지지 않는 이유

스크래치라는 프로그램을 통해 코딩으로 주기가 4의 배수일 때, 바람개비 그림이

그려지지 않는 것을 확인하였다. 그리고 그 이유를 찾아보았다.

반복되는 그림이 나타나기 위해서는 결국 여러 번을 거쳐 다시 원래 시작되었던

지점으로 와야 한다. 그렇지 않으면 바람개비 그림은 완성되지 않고 그림의 크기가

커지기만 할 것이다.

[그림 3] 3의 배수 주기의 그림에서 원래 시작되었던 지점으로 오는 과정
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결국 주기가 4의 배수일 때 바람개비 그림이 그려지지 않는다는 것은 주기가 4의

배수일 때 원래 시작했던 지점으로 돌아올 수 없다는 것과 같다는 것이다. 그림을

그리는 방향도 →,↓,←,↑로 4가지인데, 숫자들의 주기도 4의 배수이면, 한 숫자에

모든 방향이 대응되지 않고, 특정한 숫자에 몇몇 방향만 대응되기 때문에 원래 시

작되었던 지점으로 돌아오기 어렵다.

① 주기가 4의 배수인 경우

→ ↓ ← ↑

1 2 3 4

5 6 7 8

1 2 3 4

5 6 7 8

<표 5>

<표 5>에서 →방향에 대응하는 수 1, 5와 ← 방향에 대응하는 수 3, 7이 서로 다르

므로 원래 시작되었던 지점으로 돌아올 수 없다.

[그림 4]

실제로 <표 5>의 패턴을 [그림 4]와 같이 표현해보면, 원래 시작되었던 지점으로

돌아오지 않고, 그림의 크기만 무한대로 커지는 것을 알 수 있다.

② 주기가 4의 배수가 아닌 경우(5의 배수)
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→ ↓ ← ↑

1 2 3 4

5 1 2 3

4 5 1 2

3 4 5 1

2 3 4 5

<표 6>

<표 6>에서 →,↓,←,↑의 4개 방향에 모두 1이 대응되어 원점으로 돌아오게 되는

것을 확인할 수 있다. 또한 →,↓,←,↑의 4개 방향에 모두 2가 대응한다. 숫자 3, 4,

5도 마찬가지로 모든 방향에 대응된다. 이와 같은 방식으로 →,↓,←,↑의 4개 방향

에 모두 같은 수가 대응하기 때문에 <표 6>의 패턴은 원점으로 돌아온다고 할 수

있다.

그래서 주기가 4의 배수이면 바람개비 그림이 나타나지 않으며, 원래 시작되었던

지점으로 돌아오기까지의 횟수는 무한대이다.

다. 수 바람개비를 만드는 규칙의 일반화

위의 연구에서 찾은 규칙을 일반화해서 적용해보자.

① 주기가 1인 수열

a, a, a, a, a, a, ⋯

앞의 규칙대로 →, ↓, ←, ↑을 차례대로 적용하면, X축은 홀수 번째에 있는 숫자

들이 더해지기 때문에 a-a+a-a+⋯가 반복된다. X축에 해당하는 숫자들의 합이 0이

되면 원점으로 돌아오는데, X축의 숫자의 개수가 2의 배수가 되면 합이 0이 되어

원점으로 돌아오게 된다. Y축도 생각해보면, Y축도 같은 이유로 짝수일 경우 합이

0이 되어 원점으로 돌아온다.

② 주기가 2인 수열

a, b, a, b, a, b, a, b, ⋯

X축은 홀수 번째 숫자이므로, a-a+a-a+⋯가 반복되고, 위와 같은 방식으로 짝수일

경우 합이 0이 되어 원점으로 돌아온다. Y축은 b-b+b-b+⋯가 반복되어 짝수개일

경우 합이 0이 되어 원점으로 돌아온다.
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③ 주기가 3인 수열

a, b, c, a, b, c, a, b, c, ⋯

X축은 홀수 번째 숫자이므로, X축에 해당하는 숫자들의 합은 a-c+b-a+c-b+⋯가

반복된다. 합이 처음으로 0이 되려면 X축 숫자 기준으로는 6번째 숫자여야 하고, X

축 숫자의 개수가 6의 배수가 될 때마다 합이 0이 된다. Y축은 짝수 번째 숫자이므

로, Y축에 해당하는 숫자들의 합은 -b+a-c+b-a+c-⋯가 반복되고, x축과 동일하게

6번째 숫자가 왔을 때 합이 0이 되어 원점으로 돌아올 수 있다. 따라서 X축과 Y축

이 모두 원점으로 돌아오려면 주기가 3인 수열이 4번 반복되어 12번째 숫자가 왔을

때 원점으로 돌아온다는 것을 알 수 있다.

④ 주기가 4인 수열

a, b, c, d, a, b, c, d, ⋯

X축은 홀수 번째 숫자이므로, X축에 해당하는 숫자들의 합은 a-c+a-c+⋯가 반복된

다. 따라서 같은 숫자가 계속해서 더해지고, 빼지기 때문에 합이 0이 될 수 없다. Y

축도 같은 방식으로 하면 b-d+b-d+⋯가 반복되어 0이 될 수 없다.

⑤ 주기가 5인 수열

a, b, c, d, e, ⋯

위에서와 같은 방식으로 X축에는 홀수 번째 숫자들이 들어간다. 따라서 숫자들의

합은 a-c+e-b+d-a+c-⋯가 반복된다. 이때는 X축 숫자가 두 번째로 모두 들어오게

되는 횟수인 10번째 숫자가 합해질 때 합이 0이 될 수 있다. Y축도 같으므로 총 20

번째의 숫자가 반복되어야 함을 알 수 있다.

⑥ 원점으로 돌아오는 최소 횟수

4의 배수의 주기에서는 특정한 경우를 제외하면 원점으로 돌아올 수 없고, 주기가

N인 수열에서 원점으로 돌아오는 최소 횟수는 4와 N의 최소공배수인 것을 알 수

있다. 그 이유를 생각해보면 아래와 같이 증명할 수 있다.

주기는 다음과 같이 정의하였다.

 ⋯  주기

 ⋯  주기

⋮

주기 = n개의 숫자가 반복되는 1순환

n개의 숫자가 반복되는 수열이 있다고 가정하자.

원점에서 출발한 뒤에 다시 원점으로 돌아오려면 X축과 Y축 모두 원점으로 돌아와

야 한다.

n=4k-3(k≥1인 자연수)일 때의 X축을 생각해보자.

- 314 -



X축에는 홀수 번째의 숫자들이 더해지고, 숫자들이 더해질 때 +와 -가 반복되어 더

해진다.

X축에 들어오는 숫자가 최소 2번은 반복되어야 합이 0이 될 수 있다. 주기가 1번

지나면 2k-1개의 숫자가 들어오게 되고, 2번째 주기에서는 1번 주기에서 더해지지

않았던 남은 2k-2개의 숫자가 더해진다. 그다음 3번째 주기에서는 1주기에서 더해

진 숫자가 다시 반복되는데, 4k-3은 홀수이므로 +,-가 반복되었을 때 1주기와 3주

기에서는 서로 다른 부호가 앞에 붙게 된다. 따라서 n=4k-3일 때, x축은 4주기를

지나면 반드시 합이 0이 된다. y축도 같은 방식으로 더해지기 때문에 n=4k-3일 때,

숫자가 4주기를 지난 뒤인 4×(4k-3)번째에는 x축과 y축의 합이 모두 0이 되어 원

점으로 돌아온다.

같은 방식으로 n=4k-1(k≥1인 자연수)일 때의 X축을 생각해보자. 이 경우에도 x축

에 들어오는 숫자가 최소 2번은 반복되어야 합이 0이 될 수 있다. 주기가 1번 지나

면 2k의 수가 합해지고, 2번째 주기에서는 첫 번째 주기에서 더해지지 않은 새로운

2k-1의 숫자가 더해진다. 다음 3번째 주기에서는 1주기에서 더해진 숫자가 다시 반

복되는데, 4k-1은 홀수이므로 1주기와 3주기에서는 서로 다른 부호가 앞에 붙게 되

어 4주기를 지나면 반드시 합이 0이 된다. y축도 같은 방식으로 더해지기 때문에

n=4k-1개의 숫자가 반복되는 수열은 4×(4k-1)개의 숫자가 반복되는 4주기가 지나

면 x축과 y축 모두 합이 0이 되어 원점으로 돌아온다.

같은 방식으로 다시 n=4k-2(k≥1인 자연수)일 때의 X축을 생각해보자. 이 경우의

특징은 n이 짝수이기 때문에 홀수 번째와 짝수 번째의 숫자들이 변하지 않는다는

것이다. 따라서 앞선 경우와 다르게 2주기가 지나게 되면 x축과 y축에서 각각 숫자

가 2번씩 반복된다. 또한, 1주기에서 2k-1개의 숫자가 더해지는데, 2k-1은 홀수이기

때문에 다음번 주기에서는 +,-가 바뀐 상태로 더해지게 되어 n=4k-2개의 개수가 반

복되는 수열에는 2주기만 반복되어도 원점으로 돌아오게 된다. 즉, 2×(4k-2)번째에

원점으로 돌아온다.

마지막으로 n=4k(k≥1인 자연수)일 때의 X축을 생각해보자. 바로 앞의 4k-2와 같이

n이 짝수이기 때문에 홀수와 짝수 번째의 숫자들이 변하지 않는다. 또한 1주기에

들어오는 숫자는 2k개인데, 2k는 짝수이기 때문에 부호 또한 바뀌지 않고 반복된다.

따라서 앞선 경우들과 다르게 합이 0이 될 수 없다.

위 경우들을 표로 정리하면 다음과 같다.

n개의 숫자가

반복되는 수열
n=4k-3 n=4k-2 n=4k-1 n=4k

최소 주기 4주기 2주기 4주기 -

최소 번째 숫자 4×(4k-1) 2×(4k-2) 4×(4k-1) -

- 315 -



앞에서는 숫자가 반복되는 수열에서 원점으로 돌아오는 경우를 알아보았다. 하지만

특정한 경우에 숫자가 반복되지 않을 때, 숫자들이 특정한 합을 이룬다면 원점으로

돌아올 수 있다.

주기가 없는 수열이자 유한개의 숫자를 가진 수열인 a, b, c, d, e, f, g, h가 X축, Y

축 각각 4번째 숫자가 나오면 원점으로 돌아온다고 가정해보자. X축, Y축에 대한

식은 아래와 같다.

a-c+e-g=0, -b+d-f+h=0

위 식을 양변으로 정리하면, X축은 a+e=c+g, Y축은 b+f=d+h일 때 원점으로 돌아올

수 있다. 예를 들어, 1, 4, 7, 2, 9, 6, 3, 8의 경우, 1+9=7+3, 4+6=7+3이다. 이를 그려

보면 아래와 같이 원점으로 돌아오는 것을 확인할 수 있다.

따라서 숫자가 반복되지 않더라도 8번째 숫자가 나왔을 때 원점으로 돌아오도록

한다면, 위와 같은 합의 규칙을 만족하면 된다.

이는 짝수가 아닌 홀수개의 숫자가 있더라도 가능하다. 이번에는 총 9개의 숫자가

지난 후에 원점으로 돌아온다고 가정해보자, a, b, c, d, e, f, g, h, I의 숫자가 원점

으로 돌아오려면 아래와 같은 식을 만족해야 한다.

a-c+e-g+i=0, -b+d-f+h=0

위 식을 다시 정리하여 합에 관한 공식으로 정리하면 아래와 같다.

a+e+i=c+g, d+h=b+f

위 식을 만족하면 반복되지 않은 9개의 수도 원점으로 돌아올 수 있다.

예를 들어 수열 5, 3, 9, 7, 2, 8, 1, 4, 3도 같은 방식으로 그림을 그리면 원점으로

돌아오는 것을 확인할 수 있다.
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즉, 위의 두 경우를 보았을 때, 유한개의 숫자들이 무작위로 배열되어 있더라도, 특

정한 조건을 만족하면 원점으로 돌아올 수 있다는 것을 알 수 있다. 특정한 조건은

각 숫자의 합이 서로 같아야 한다는 것인데, 이를 일반화 시키면 아래와 같다.

아래와 같은 수열이 있다고 가정하자. (단, k≥1인 자연수)

a1, a2, a3, a4, a5, a6, ⋯ , a4k-3, a4k-2, a4k-1, a4k, ⋯

x축의 합이 0이 되어야 원점으로 돌아올 수 있으므로, 이를 식으로 쓰면 아래와 같

다.

a1-a3+a5-a7+ ⋯ +a4k-3-a4k-1+ ⋯ = 0

Y축도 같은 방식으로 식을 쓰면 아래와 같다.

-a2+a4-a6+a8+ ⋯ -a4k-2+a4k- ⋯ = 0

덧셈에 관한 식으로 두 식을 정리하면 아래와 같다.

a1+a5+ ⋯ +a4k-3+ ⋯ = a3+a7+ ⋯ +a4k-1+ ⋯

a2+a6+ ⋯ +a4k-2+ ⋯ = a4+a8+ ⋯ +a4k+ ⋯

위 두 식을 기호를 이용하여 일반화시키면 아래와 같이 쓸 수 있다.


  

  
  

 
  

  
  



각 합이 위와 같은 식을 만족한다면 수열의 반복 여부와 숫자 개수와 관계없이 원

점으로 돌아오는 수열을 만들 수 있다.

Ⅳ. 결론 및 제언

본 연구를 통해 특정한 수의 패턴을 만들고 이를 그림으로 나타냈을 때 어떠한 특

징을 발견할 수 있는지 탐구 해 보았다.

눈에 쉽게 보이지 않는 규칙들을 그림으로 나타내어 보니 특정한 주기의 숫자를

오른쪽, 아래쪽, 왼쪽, 위쪽 순서로 몇 번씩 반복하면 반복되는 문양을 나타낼 수

있는 것을 알 수 있다. 이러한 수의 패턴을 수 바람개비라고 정의하고 2단부터 9단

까지 수를 이용해서 그림을 그려본 결과 모두 “바람개비 그림”이 그려지는 것을 확

인함으로써 수 바람개비가 만들어지는 조건을 알 수 있었다. 또한, 2단부터 9단까지

는 각자리 수의 합이 1, 3, 9주기로 반복되는 것을 확인할 수 있었다. 구구단의 규

칙과 방향의 규칙, 두 개의 규칙만으로도 수많은 규칙이 있는 그림을 만들 수 있고

그 수 많은 규칙 들 중에서도 구구단과 방향 규칙의 주기, 합이 일정하다는 점이

그림 안에서도 발견되었다.

여기에서 더 나아가 숫자를 바꾸거나 주기를 바꾸는 등 여러 가지에 변화를 주어

서 그림을 그려본 결과 주기가 1, 2, 3, 5, 7 등 4의 배수가 아니면 “바람개비 그림”

이 항상 그려지고, 주기가 4, 8 등 4의 배수이면 “바람개비 그림”이 그려지지 않는

경우가 많았다. 특히 주기가 4의 배수이고 “바람개비 그림”이 그려지지 않았을 경우
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모두 한 쪽 방향으로 같은 그림이 반복적으로 그려지는 현상을 발견할 수 있었다.

하지만 주기가 4의 배수 개여도 수 바람개비를 성립하는 그림이 있었다. 그 경우는

오른쪽으로 가는 수와 왼쪽으로 가는 수의 합이 아래쪽으로 가는 수와 위쪽으로 가

는 수의 합이 같은 경우이다.

그리하여 본 연구를 통해 스크래치 블록 코딩을 통해 수많은 주기와 수를 빠른 속

도로 확인해볼 수 있었고 주기가 4의 배수가 아닌 경우에는 그림이 원점으로 돌아

온다는 것은 변함없었지만, 주기가 4의 배수일 때는 그림이 원점으로 돌아오는 경

우가 종종 생겼는데 4의 배수이면서 원점으로 돌아오는 주기는 수열을 바꿀 때마다

달라지는 것을 확인하였다.

마지막으로 수 바람개비를 성립하는 규칙을 일반화해보기 위해서 주기가 1인 수열

부터 주기가 5인 수열까지 탐구해보니 원점으로 돌아오는 최소 횟수는 4의 배수의

주기에서는 특정한 경우를 제외하면 원점으로 돌아올 수 없고, 주기가 N인 수열에

서 원점으로 돌아오는 최소 횟수는 4와 N의 최소공배수인 것을 알 수 있었다.

Ⅴ. 참고 문헌
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최소 힌트의 개수를 갖는 변형 스도쿠 만들기

김태은 (삼정자중학교 2학년)

박경민 (대곡중학교 2학년)

이예정 (거제제일중학교 2학년)

임재윤 (거제고현중학교 2학년)

지도교수 : 황혜정 (경상국립대학교 수학과)

요약(초록)

우리는 일반적으로 보는 정사각형으로만 이루어진 스도쿠를 접했으며 정사각형이

아닌 ㄱ자 또는 ㄴ자와 같은 여러 가지 모양으로 이루어진 스도쿠를 만들었을 때

이 스도쿠에 처음 주어지는 힌트의 위치와 그 개수의 최소성에 대한 궁금증을 갖고

연구를 시작하게 되었다.

×개의 칸으로 이루어진 큰 정사각형이 개의 작은 정사각형 모양으로 만들어

진 다양한 모형 개를 갖는 스도쿠를 변형 스도쿠라 하고 이 스도쿠의 최소 힌

트의 개수 을 갖는 스도쿠를 만들어 보기로 하였으며 먼저 변형 스도쿠를

개 만들었고 각각에 변형 라는 번호를 붙여서 최소힌트의 개수를 찾았다.

그렇게 찾은 스도쿠들 중에서         의 크기를 으로 확대한 변형

 스도쿠를 만들었고 이 스도쿠의 힌트의 위치 또한 일반화했을 때 변형 

스도쿠를 완성할 수 있다는 결론을 얻게 되었다.

마지막으로 모형 을 포함하는 변형  스도쿠를 이어 붙여서 만든 스도쿠에 대

하여 부터 까지의 숫자를 채워가는 변형 의 최소힌트의 개수가 어떻게 변하

는지를 연구하였다. 변형 에서 제공되는 힌트의 개수가 최소힌트의 개수보다 많

고 그 위치가 다르더라도 이어 붙여진 변형  스도쿠를 완성할 수 있음을 확인

하였다.
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Ⅰ.연구 동기 및 연구 목적

1) 연구 동기

우리가 재미로 하던 스도쿠 게임은 작은 정사각형들로 이루어진 큰 정사각형 모양(표준 스

도쿠)이거나 개의 연속된 블록으로 채우진 큰 정사각형 모양(변형 스도쿠)에 몇 개의 힌트

를 바탕으로 나머지 칸을 일정한 숫자를 중복 없이 한 번씩 채워가는 것이다. 스도쿠에서 

제공되는 힌트의 개수를 최소로 하는 스도쿠를 만들어 보기 위하여 이 연구를 시작하게 되

었다.

2) 연구 목적 

2018년에 연구된 결과에서 × 스도쿠에서 제공되는 힌트의 개수는 적어도

개 이상임을 밝혔고 우리는 이 결과를 바탕으로 가로 세로의 칸이 개로 이

루어진 스도쿠에 대하여 최소 힌트의 개수가 개를 갖는 스도쿠을 찾고 그 찾

은 스도쿠에 대하여 스도쿠를 크게 만들었을 때 힌트의 개수와 그 힌트의 위치에

대한 규칙을 찾는데 목적을 두고 연구를 시작하였다. 이런 스도쿠들을 이어 붙여가

면서 새로운 스도쿠를 만들고 이 경우에는 힌트의 개수가 어떻게 변하는지를 관찰

하였다.

Ⅱ. 용어의 정의와 기호

1) 스도쿠

스도쿠는 숫자 퍼즐로 × 으로 나타낼 때 가로 칸 세로 칸으로 구성되어 있

으며 가로, 세로 칸에 숫자들을 겹치지 않고 가로와 세로 그리고 각 개의 칸들로 

연결된 개의 블록의 칸에도 숫자가 겹치지 않도록 숫자를 칸에 넣는 것이다.

2) 표준 스도쿠

가로 줄, 세로 개의 줄(즉, 칸으로 이루어진) 정사각형 모양에 칸의 개수가 

개인 × 작은 정사각형 개로 이루어진 × 정사각형에 스도쿠의 규칙에

따라 부터 까지의 자연수를 겹치지 않게 채우는 퍼즐을 표준 스도쿠라 한다.

3) 변형 스도쿠

 이상인 자연수 에 대하여 표준 스도쿠가 아닌 × 스도쿠를 변형 스
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도쿠라 한다. 즉, 개의 칸을 변끼리 연결하여 만든 개의 서로 다른 블록으로 채

워진 × 정사각형의 스도쿠를 변형 스도쿠라 한다.

4) 스도쿠의 좌표  : 위에서부터 번째 행과 왼쪽에서부터 번째 열이 만나는

칸의 좌표를 라 한다. ([그림 1-3]참고)

예를 들면, [그림]은 표준 스도쿠이고 [그림]는 표준 스도쿠가 아닌

변형 스도쿠이다.

　 　 　

　 　 　 　

　 　 　

　 　 　 　
　 　 　 　

　 　 　

　 　 　 　

　 　 　 　

  ⋯  ⋯ 

  ⋯  ⋯ 

⋮ ⋮ ⋱ ⋮ ⋱ ⋮

  ⋯  ⋯ 

⋮ ⋮ ⋱ ⋮ ⋱ ⋮

  ⋯  ⋯ 

[그림]

표준 스도쿠

[그림]

변형 스도쿠

[그림]

스도쿠의 좌표 

) 작은 블록에 이름 붙이기 : 작은 정사각형 개로 만들어진 모양을 아래와 같

이 이름을 붙인다. (단, 뒤집거나 돌리기를 해서 같은 모양이 나오면 같은 걸로 간

주한다.)

　 　 　 　
　

　 　

　

　 　

　 　

    

6) 변형  스도쿠

5개의 블럭 , , , , 을 이용해서 만들 수 있는 표준 스도쿠를 제

외한 개의 변형 스도쿠에 다음과 같이 번호를 부여한다. ([그림 1-4] 참고)

7) 변형 의 확장 스도쿠들 ([그림 1-5] 참고)

변형  스도쿠의 스도쿠들을 이어 붙여서 만든 스도쿠들이다.
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변형  변형  변형  변형  변형  변형 

　 　 　 　

　 　 　

　 　 　 　

　 　 　 　

　 　 　 　

　 　

　 　 　 　

　 　 　

　 　 　 　

　 　 　

　 　 　 　

　 　 　 　

　 　 　 　

　 　 　

　 　 　 　

　 　 　 　

　 　 　 　

　 　 　

　 　 　 　

　 　 　 　

　 　 　 　

　 　

　 　 　

　 　 　 　

변형  변형  변형  변형  변형  변형 

　 　 　 　

　

　 　 　

　 　 　 　

　 　 　 　

　

　 　 　 　

　 　 　 　

　 　 　

　 　 　 　

변형  변형  변형  변형  변형  변형 

　 　 　 　

　 　 　

　 　 　 　

　 　 　 　

[그림] 변형  스도쿠변형  변형  변형 

변형  변형  변형 

　 　

　 　 　

　 　 　 　

　 　 　 　

　 　

　 　 　

　 　 　 　

변형 × 

　 　 　 　 　 　 　 　

　 　 　 　 　

　 　 　 　 　 　 　

　 　 　 　 　 　 　 　

　 　 　 　 　 　 　 　

　 　 　 　

　 　 　 　 　 　

　 　 　 　 　 　 　 　

변형 × 변형 ×

[그림] 변형 의 확정 스도쿠

① 변형  × 스도쿠

변형  스도쿠 개를 가로 개, 세로 개를 이어 붙여 만든 스도쿠

② 변형  × 스도쿠

변형  × 스도쿠를 구성하고 있는 변형  스도쿠에서 한 개의 행을

제외한 변형 스도쿠 개를 가로 개, 세로 개를 이어 붙여 만든 스도쿠

③ 이어붙이고 덮기 : (스)

이어 붙여서 만든 변형  × 스도쿠에서 개의 변형 스도쿠를 맨

위줄 왼쪽에서부터 순서대로 (스1), (스2), ⋯, (스)이라 하고, 변형  ×
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스도쿠 위에 덮은 1개의 스도쿠를 스()이라 하자.

예를 들면, (1) 변형 스도쿠 4개를 가로와 세로에 각각 2개씩 이어 붙여서 만

든 변형 × 스도쿠 위에 올린 경우 다섯 번 스도쿠를 (스5)라 한다.

　 　 　 　

　 　

　 　 　

　 　 　 　

(스)
(스

)

(스)
(스

)

변형 변형   ×  변형   × 

(2) 다음 그림은 변형 를 이어 붙여 만든 스도쿠에 이름을 붙인 것이다. 좌우

2개씩 이어 붙여서 ×을 만든 다음 유색 변형 를 덮은 그림이다.

변형 변형   ×  변형   ×  변형 스도쿠에 덮어쓰기

아래 그림은 앞에서 언급한 21개의 변형 4-스도쿠에 대하여 이 스도쿠를 중복 없

이 한 번씩만 사용하여 모든 칸을 채울 수 있게 제공되는 힌트가 들어가는 위치를

나타낸 것이다.
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변형  변형  변형  변형  변형  변형 
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변형  변형  변형  변형  변형  변형 
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변형  변형  변형  변형  변형  변형 
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변형  변형  　변형
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Ⅲ. 연구 결과

정리 1  변형  스도쿠에서 최소 힌트의 개수는 개다.

 변형  스도쿠에서 최소 힌트의 개수는 개다.

증명 (1)  ×  스도쿠에서 최소 힌트의 개수는 적어도 개이므로 변형 

스도쿠에서 힌트 개만으로도 나머지 빈 칸들을 부터 까지 숫자를 한 번씩 중복

없이 채울 수 있음을 보이면 된다. 먼저 변형  스도쿠에서 칸으로 이루어진

모형을 순서대로 , , , 라 한다.([그림2-1] 참고) 여기서, 개의 힌트를

, , 의 위치에   을 준다. 그러면 제 열에서 는 에 들어갈

수 없으므로 에 넣을 수 있으며 는 에 들어가야 한다. 와 제 행을 비

교해 보면 숫자 는 에, 마지막으로 에 들어가야 한다. 에서 는 에

들어갈 수 없으므로 에 들어가게 된다. 열에서 가 들어갈 수 있는 칸인 

에, 마지막으로 에 넣는다. 행에서 에는 을 넣을 수 있다. 에서 은

에 들어갈 수 없으므로 에, 마지막으로 에 넣는다. 마지막으로 남은

빈 칸 , , 에는 숫자 을 채워 넣으면 스도쿠를 완성할 수 있다.



 








 ⋯

 ⋯ 

⋯

 

 

⋯ 
⋯ 
⋯ 





[그림2-1] 변형 스도쿠 [그림2-2] 변형 스도쿠

(2) 변형 스도쿠에서 [그림2-2]와 같이 칸으로 이루어진 모형을 순서대로 ,

, ,…,라 하자. × 스도쿠의 최소 힌트의 개수는 개 이상이므로

개의 힌트만으로 변형  스도쿠를 중복없이 빈 칸을 채울 수 있음을 보이

기로 하자. 개의 힌트    ⋯ 을 각각  ,  ,  ,

 , …,   에 주기로 한다. 그러면   에 가 들어갈 수 없으므

로   에 를 넣고, 자동으로 은  에 들어가야 한다. 는 과 행에

들어갈 수 없으므로 에 가 들어가야 한다. 는 에서 행과   에

들어갈 수 없으므로  에, 는 에서 행과 에 들어갈 수 없으므로

에 넣는다. 그리고 이와 같은 방법으로  , ,…,  에 를

넣을 수 있다. 숫자 은 열에서 에 들어갈 수 없으므로 에 넣는다. 에서
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행에 들어갈 수 없으므로  에 들어가게 되고 에서는 행과 에

들어갈 수 없으므로 에 넣는다. 그리고 이와 같은 방법으로 나머지 이

들어갈 자리는  ,  , …,  에, 마지막으로 에 넣는다. 숫자

은 에서 행에 들어갈 수 없으므로 에, 에서 행과 에 들어갈

수 없으므로 에 들어간다. 이와 같은 방법으로 을 , ⋯, 에

넣고 에선  에, 행에선 에, 마지막으로 에 넣는다. 나머지 숫자들도

앞과 같은 방법으로 숫자  (는 ,...,,인 자연수)는  ,

 , ⋯,  ,  ,    ⋯  에 채워 넣으면

이 스도쿠를 개의 모든 숫자를 빠짐없이 중복되지 않게 모든 칸을 채울 수 있다.

■

정리 2 (1) 변형  스도쿠에서 최소 힌트의 개수는 이다.

(2) 변형  스도쿠에서 최소 힌트의 개수는 이다.

증명 (1) 변형  스도쿠에서 4칸으로 이루어진 모형을 순서대로 , , , 라

한다.([그림3-1]참고) 변형  스도쿠에서 개의 힌트가 주어졌을 때 모든 칸을

중복없이 모두 채울 수 있음을 보이면 된다. 개의 힌트   을 순서대로 ,

, 에 넣는다. 그러면 열에서 은 에 들어갈 수 없으므로 에 넣고

는 에 넣는다. 행에는 이 들어갈 수 없으므로 의 에, 마지막으로

에 이 들어간다. 에 가 있으므로 열에서 는 들어갈 수 있는 칸은 

에, 에서 들어갈 수 있는 칸은 뿐이다. 마지막으로 에 숫자 를 넣는다.

제 4행과 에서 남은 빈 칸에는 숫자 가 들어가고 남은 는 에 넣고 남은

빈 칸에는 숫자 을 채우므로서 스도쿠를 완성할 수 있다.



































[그림3-1] 변형 스도쿠 [그림3-2] 변형 스도쿠

(2) 변형 스도쿠에서 칸으로 이루어진 모형을 순서대로 , , ,…,라 한

다.([그림3-2] 참고) × 스도쿠의 최소 힌트 개수는 이상이므로 개

의 힌트를   ⋯ 를 순서대로 , , , …, 에 넣는다. 그러면
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숫자 은 열에서 에 들어갈 수 없으므로 에 넣게 되고 열의 빈 칸 

에 숫자 을 넣는다. 에 이미 가 있으므로 열에서 는 에 넣어야 한다. 그

다음으로 은 행에 있으므로 에서 이 들어갈 좌표는 뿐이다. 그러면 행에

이 있으므로 에서는 에,   ⋯ 에서는 각각 , , , …,

에 숫자 을 넣을 수 있다. 숫자 는  에 들어 있으므로 와 제 행

이 겹친 부분에는 를 넣을 수 없으므로 에 넣을 수 있고, 와 제 행이 겹친

부분에도 를 넣을 수 없으므로 에 넣을 수 있다. 이런 방법으로 하면 나머지

는  ⋯ 에서 , , …,  에 넣을 수 있고, 마지막으로 는 

에 넣을 수 있다.

숫자 은 행에 있으므로 에서 이 들어 갈 수 있는 칸은 이고, 행과 을

비교하면 에 넣을 수 있다. 이와 같은 규칙을 적용하면 남은 은 순서대로  ,

…, 에서 들어 갈 수 있는 칸은 , … ,  에 넣는다. 제 열에서 이 들

어있는 열들과 비교해 보면 남은 칸 에 넣을 수 있고, 에서는  에, 

열에서 에 넣을 수 있다. 이와 같은 방법으로 남은 숫자 부터  사이의

숫자 가 들어갈 수 있는 위치는   ⋯ 에 넣은 후 

가 들어간 열들과 행을 비교하면  , , ⋯,

에 넣고 마지막에는 제 열에서 에 숫자 를 넣을 수 있다. 그러면

변형  스도쿠의 모든 칸을 빈틈없이 중복없이 채울 수 있다. ■

따름정리 3 (1) 변형  스도쿠에서 최소 힌트의 개수는 이다.

(2) 변형  스도쿠에서 최소 힌트의 개수는 이다.

증명  변형  스도쿠는 변형  스도쿠에서 제 행을 맨 위로 올린 모양이

므로 개의 힌트   ⋯ 을 각각 변형  스도쿠에서 ,

,  ⋯ 에 넣으면 변형  스도쿠의 모든 칸을 한 줄을

채울 수 있다.

(2) 변형  스도쿠는 변형  스도쿠에서 을 제외한 나머지 , , ⋯, 을

돌린 모양이다. 따라서 칸으로 이루어진 모형을 변형  스도쿠와 동일하게

정한다. 그러면 변형  스도쿠에서 준 힌트를 돌린 위치에 넣으면 남은 빈

칸을 변형  스도쿠와 비스한 방법으로 채울 수 있다. ■
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정리 4 (1) 변형  스도쿠에서 최소 힌트의 개수는 이다.

(2) 변형  스도쿠에서 최소 힌트의 개수는 이다.  ≥ 

증명 (1) 개의 힌트로 변형 스도쿠를 빈틈없이 모든 칸을 채울 수 있음을 보

이면 된다. 세 개의 힌트를 스도쿠의 , , 에   을 주기로 하자. 그

러면 에는 가 들어가게 되고 제 열에는 가 들어가지 못하므로 에는 

를, 와 에도 4가 들어가게 된다.   에는 같은 수가 들어가야

하고 열을 비교하면   는 넣을 수 없으므로 반드시 그 칸에는 이 들어가야 한

다. 그러면 제 열의 에는 가 들어가고 와 에 가 들어가야 한다. 따

라서 남은 세 빈 칸   에 을 채움으로써 스도쿠를 완성할 수 있다.

　 　 　　

　 　 　

　 　 　 　

　 　 　 　

 

 

 

    

   

[그림4-1]

변형 스도쿠
[그림4-2] 변형  스도쿠

(2) 변형  스도쿠에서 개의 힌트가 주어졌을 때 남은 빈 칸을 중복없이

빈틈없이 채울 수 있음을 보이기로 하자. 변형  스도쿠에서 칸으로 이루어진

개의 모형을 순서대로   ⋯ 이라 하자. ([그림4-2]참고) 변형  스도쿠에

서 개의 힌트를   ⋯      에 각각  ,  , ⋯,  를

넣자. 그러면 이 스도쿠의 제 행의 빈 칸 에 숫자 을 넣고 나면 에서 이

들어갈 수 있는 칸은 이다. 제 행에 이 있으므로 은   에서

에,  에서 에, 남은 은  ⋯  에 넣

어야 한다. 그런 다음    ⋯  의  , ⋯  에는 같

은 숫자가 들어가야 하는데 열부터 열까지 비교하면 숫자   ⋯ 은 들어갈

수 없으므로  , ⋯  에는 숫자 이 들어가야 한다.

   ⋯  의 모양을 비교하면  , ⋯  에는 같은

숫자가 들어가야 하는데 열부터 열까지 비교하면 숫자   ⋯ 은 들어갈 수

없고 에는 숫자 이 있으므로  , ⋯  에는 숫자

가 들어가야 한다. 마지막 제 행과 열을 비교해 보면 에는 숫자 가 들어가

야 한다. 이와 같은 방법으로 부터 까지의 숫자는 순서대로 다음과 같은 위치
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에 넣으면 된다. 숫자 는

, , ⋯, , 와 , , ⋯,

에 들어가야 한다. 그러면 모든 칸을 중복없이 빈틈없이 부터 까지

숫자를 채워서 이 스도쿠를 완성할 수 있다. ■

따름정리 5  변형  스도쿠에서 최소 힌트의 개수는 3이다.

 변형  스도쿠에서 최소 힌트의 개수는   이다.  ≥ 

증명

　　　　 

　 　 　

　 　 　 　

　 　 　 　 

1　2　3　　

　 　

　 　 　

　 　 　 　  

변형 변형

[그림5-1] [그림5-2] 변형  스도쿠

(1) 변형  스도쿠는 변형  스도쿠의   행으로 만들어진 직사각형 모

양을 아래로  돌린 것과 같으므로 개의 힌트   을   에 넣

으면 숫자 는    에 넣고 나면   에 같은 숫자가

들어가야 하고 열을 비교하면 그 칸에는   를 넣을 수 없으므로 숫자 을 넣어

야 한다. 그런 다음 숫자 는   에, 숫자 은   에 넣

으므로써 스도쿠를 완성할 수 있다.

(2) 변형  스도쿠는 변형  스도쿠의   ⋯ 행으로 만들어진 직사각형

모양을 아래로  돌린 것과 같으므로 개의 힌트   ⋯ 을 순서대로

, , ⋯ 에 주면 숫자 는   ⋯  에 넣을

수 있다.   ⋯  에는 같은 숫자가 들어가야 하고 열을 비

교하면  ⋯  을 넣을 수 없으므로 그 자리에는 숫자 을 넣어야 한다.

다음에는 부터 까지의 숫자는 순서대로 채워져야 하고 이 사이의 숫자 가

들어가는 자리는 다음과 같다.

숫자  숫자 를 넣어야 하는 좌표

   ⋯   → 

   ⋯   →  



 ≤  ≤ 

  ⋯  

→   ⋯ 

이와 같은 순서대로 빈 칸을 채워 가면 이 스도쿠를 완성할 수 있다. ■
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정리 6  변형  스도쿠의 최소힌트 개수는 개이다.

 변형  스도쿠에 필요한 힌트의 개수는  이다.

증명  변형  스도쿠에 세 개의 힌트   을   에 차례대로

주면 열에 남은 자리는 가 들어가야 한다. 그 다음 에서 숫자 이 들어갈 수

있는 칸은 뿐이고, 에는 숫자 이 있으므로 제 열의 남은 자리 에, 마

지막으로 에 을 넣어야 한다. 숫자 는 의 빈 칸 에, 에서는 에

넣고 마지막은 에 숫자 를 넣으면 된다. 숫자 은 제 열에 있으므로 의

에 넣고 차례대로 , 에 넣으면 된다. 그리고 남은 빈 칸

  에는 숫자 를 채움으로써 개의 힌트로 이 스도쿠를 완성할 수

있다.

 





 

     



  

  
 



[그림6-] 
변형  스도쿠

[그림6-] 변형 스도쿠

 변형  스도쿠에 최소 힌트 개수는   개임을 증명하기 위해

  ⋯ 에 차례대로  개의 힌트   ⋯ 을 주자. 그러면

에는 숫자 이 들어가야 한다.

숫자 은 과 제 열을 비교하면 에,   에서 제 열과 제

열이 겹치는 부분을 제외한 에, 이와 비슷한 이유에 의해서 ,

 ⋯ 에 넣고 마지막으로 제 열에서는 에 채워 넣어야 한다.

숫자 은 의 에,   에서 제 열을 제외한 에, 이와 비슷한

이유에 의해서 ,  ⋯  에 넣어야 한다. 숫자 은 제 

열에 있으므로 의 빈 칸 에 넣고, 과 제 행을 비교하면 숫자 을 넣으면

된다. 에는 에, 에는 에, ⋯,  에는 에, 마지막으로

 의 에 남은 숫자 을 넣으면 된다. 에서 숫자 가 들어갈 칸은 

이다.

이 스도쿠의 위치 에 들어갈 숫자를 ★이라 하면 ★은 제 열을 포함하

는  에서는 에 넣어야 하고  에 포함된 제 열에는 ★이 들어갈

수 없으므로 제 열을 포함한   중에서  중 하나에 ★이 들
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어가야 한다. 에 ★이 들어간다고 하면 남은 열에 들어갈 수 없으니

 의 상단에 이런 방법으로 교차하면서 ★이 들어가야 하는 자리는   ,  ,

⋯, 의 하단,  ,  , ⋯, 의 상단에 들어가야 한다. 그러므로 ★은

  ,   ⋯ ,   ⋯ 가 될 수 없고 제 3열에는 ★이 들어

갈 자리가 없게 되므로 모순이다. 따라서 ★은 에 들어가야 한다. 나머지

★이 들어갈 자리는   ⋯ 과 마지막으로 이 되고

이 자리의 열을 비교하면 ★은    ⋯  이 될 수 없으므로 ★은 

이다.

에 들어갈 숫자를 ♥이라 하면 유사한 방법으로 ♥은 , ,

⋯ 과 마지막으로  이 되고 이 자리의 열을 비교하면

♥은   ⋯    이 될 수 없으므로 ♥은 이다.

이 과정을 정리해 보면 에 들어갈 숫자와 같은 숫자를 채울 수 있는 위치

는 , , ⋯ 과 마지막으로 ,

, ⋯ 이 되고 이 자리의 열을 비교해 보면

   ⋯     ⋯ 이 될 수 없으므로 그 위치

에는 이다. 여기서     ⋯ 이다.

이렇게 행과 열에 겹치는 숫자 없이 완성되었기 때문에 스도쿠가 풀렸다. 따라서

변형  스도쿠에 최소 힌트 개수는  개임을 알 수 있다.

[표] 변형  스도쿠에 같은 숫자가 들어가는 위치

같은 숫자를 넣을 위치 채울 수 없는 숫자
채울 수 

있는 숫자

  
, ,  , ⋯,

, 
 


, , ⋯, ,




(1,1)
,   ,  , ⋯ ,

  
1



, , ⋯ ,

, ,

, ⋯ 

(여기서,     ⋯ )

 

 ⋯  

 

⋯ 

    

■
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부터 까지의 숫자를 채워가는 변형  스도쿠의 최소힌트의 개수가

이상 이라는 사실로부터 다양한 스도쿠를 만들어 보았다. 다음 정리를 이렇게

만든 스도쿠들을 이용해서 이어 붙여서 만든 스도쿠에 대하여 최소 힌트의 개수가

어떻게 변하는지를 연구하였다. 다음 정리 7에서 언급한 스도쿠는 부터 까지의

숫자를 채워가는 변형 를 이어 붙여 만든 스도쿠에 대하여 최소 힌트의

개수가 어떻게 변하는지를 연구한 결과이다.

정리 7 변형 ×와 그 스도쿠에서 번째 스도쿠(스)를 겹쳤을 때 다음

의 결과를 얻을 수 있다.

(1) 변형  ×의 최소 힌트의 개수는 이다.

(2) 그 겹쳐지는 위치가 (스)과 (스) 또는 (스)와 (스)에서만 겹쳐지면 최소

힌트의 개수는 개이다.

(3) 겹쳐지는 위치가 변형 ×의 정중앙에 있으면 최소힌트의 개수는

개다.

증명 (1) 변형 ×스도쿠의 좌측과 우측 모두 행을 공유하는 변형

스도쿠의 모양으로 만들어진 스도쿠이므로 따름정리 5(1)에 의해서 변형

스도쿠의 최소힌트의 개수는 이므로 그 힌트의 위치를 이용해서

  과   에 힌트   을 채워주면 [그림7-1]과 같이

모든 칸을 중복없이 채울 수 있음을 알 수 있다.

1　2　3　4　

2　3 4 1　

3 4　1　2　

4　1　2　3　

[그림7-1] 변형 × 
[그림7-2] (스)의 위치가 (스)과 (스)와 겹쳐질 때

(2) [그림7-2]와 같이 (스)가 변형 ×스도쿠의 (스)과 (스)의 부분과

겹친 스도쿠라고 하자. 그러면 (스)는 세 개의 힌트로 완전히 채울 수 있게 되고

그 완성된 그림은 (스)과 (스)과 각각 칸, 칸이 겹쳤으므로 따름 정리5(1)의

최소힌트의 개수보다 많으므로 (스)과 (스)의 남은 칸을 채울 수 있다. 또한 변형

×스도쿠의 (스)과 (스) 부분도   에 힌트   을

채워주면 [그림7-2]과 같이 모든 칸을 중복없이 채울 수 있음을 알 수 있다. 따라서

(스)가 겹쳐진 변형 ×스도쿠의 최소 힌트의 개수는 6이다.
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[그림7-3] (스)의 위치가 정중앙일 때

(3) [그림7-3]와 같이 (스)가 변형 ×스도쿠의 정중앙에 겹쳐졌다고

가정하자. 그러면 변형 ×스도쿠의 위치인   에 세 개의

힌트   를 주면 (스)를 완전히 채울 수 있게 되고 이 완성된 (스)는 (스),

(스), (스), (스)과 각각 개, 개, 개, 개씩 겹쳤으므로 (스), (스), (스),

(스)의 남은 칸을 빈틈없이 채울 수 있게 된다. ([그림7-3]참고) 따라서 (스)가

변형  스도쿠 의 정중앙에 있으면 개의 힌트만으로도 이 스도쿠를

완성할 수 있다. ■

앞에서 언급한 을 포함하는 변형 스도쿠를 이어 붙여 만든 변형

×에 대해서도 정리 7과 같은 결과를 예측할 수 있다.
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초록

이진수 뺄셈에서의



패턴을 해결하기 위해 특정 규칙과 과정을 도출했다. 먼저, 일정한 규칙을

통해 특정 패턴을 계산하는 방법을 발견했다. 1과 0이 번갈아 가며 나타나는 패턴에서 1은 0으

로, 0은 1로 바뀌는 규칙을 이용하여 계산할 수 있었다.

또한, 0과 1로 이루어진 이진수의 특정 패턴이 반복되는 경우, 이를 재구성하여 계산을 단순화

할 수 있는 방법을 제시했다.

또한 파스칼의 삼각형과 시에르핀스키 삼각형 사이에 흥미로운 관련성을 발견하였다. 파스칼의

삼각형의 항 중에서 홀수를 나타내는 위치와 시에르핀스키 삼각형의 형태 사이에 공통점이 존

재하는데, 이것은 일정한 조건을 충족하는 경우 두 삼각형이 유사한 패턴을 공유한다는 것을 보

여준다. 특히, 파스칼의 삼각형에서 홀수가 나오는 위치를 결정하는데 있어서 다음과 같은 조건

들을 도출하였다.

Ⅰ. 서론 (또는 연구의 필요성 및 목적)

시계를 보다가 우리가 일상생활에서 가장 많이 쓰는 10을 기준으로 하지 않고 왜

시계의 시침은 12를 기준으로 하였을까 궁금하여 조사해보니 10보다 12는 약수가

많아 나눌 수 있는 수가 많기 때문에 효율이 높다는 이유에서였다. 이렇게 12를 기

준으로 표현하는 방식을 12진법이라고 한다는 것을 깨달았고, 이런과정에서 여러

가지 진법을 찾아보았다. 가장 대표적인 2진법을 먼저 찾아보았는데, 컴퓨터가 2진

법을 사용한다는 것을 알았다. 왜 컴퓨터는 2진법을 사용하는 이유가 궁금하여 검

색해보니 덧셈, 뺄셈의 경우의 수가 10진법보다 적어서 오류가 적다는 이유에서였

다. 2진법의 덧셈과 뺄셈을 어떤 방식으로 계산하고, 보다 수월하게 계산하는 방법

은 무엇이 있는지 궁금하여 첫 번째 연구를 진행하였다.

또 3진법의 예시를 찾아보다가 칸토르 집합(칸토어 집합)이라는 집합이 있다는 것

을 알게되었다. 이 집합에 대해 자세히 조사해보니 이 집합은 프랙탈이라는 것을

알게되었다. 또 다른 프랙탈의 종류는 무엇이 있을까 궁금하여 자료조사해보니 시

어핀스키 삼각형도 프랙탈이고, 파스칼 삼각형의 홀수는 칠하고 짝수는 칠하지 않

으면 시어핀스키 삼각형 모양이 나와 프랙탈이라는 것을 알게 되었다. 파스칼삼각

형의 홀수/짝수로 만든 시어핀스키 삼각형과 이진법이 어떻게 연관이 되어있는지

궁금하여 파스칼, 시어핀스키 삼각형과 이진법의 관계에 대해 자세히 알아보고 싶

어 두 번째 연구를 시작하게 되었다.
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Ⅱ. 이론적 배경

1. 진법

진법이란 몇 개의 기본 숫자를 이용하여 수를 표시하는 방법으로 자릿값이 올라감

에 따라 수가 일정하게 커지는 규칙을 이용하여 수를 표시하는 것을 말한다. 오늘

날에는 인도-아라비아 숫자를 사용하므로 0부터 9까지의 기본 숫자또는 이 숫자 중

일부를 이용한 십진법, 이진법, 오진법 등으로 수를 표시한다.

2. 파스칼 삼각형과 시에르핀스키 삼각형

시에르핀스키 삼각형은 폴란드의 수학자 바츠와프 시에르핀스키가 창작한 프랙탈

도형이다. 시에르핀스키 삼각형은 큰 삼각형을 시작으로, 큰 삼각형의 중앙에 작은

삼각형을 삼등분하여 이어 만들어진다. 이 작업을 반복하면서 무한히 작아지는 삼

각형의 집합을 형성한다. 시에르핀스키 삼각형은 초기 삼각형의 면적보다 작은 면

적을 갖는다. 그러나 이 삼각형은 무한히 반복되기 때문에 평면상에서의 크기는 0

이 아니지만 2차원 공간에서의 크기를 갖지 않는다.

이항계수란 이항식을 이항 정리로 전개했을 때 각 항의 계수이며, 주어진 크기의

(순서 없는) 조합의 가짓수이다. 자연수 과 정수 가 정의되었을 때 이항계수는

다음과 같은 식으로 나타낸다.















 ≤  ≤ 

 그외

이항계수를 삼각형의 모양으로 배열하게 되면 파스칼의 삼각형이 되는데 파스칼의

이름을 본따 파스칼의 삼각형이라 명명되었지만, 파스칼이 처음 발견한 것은 아니

다. 파스칼의 삼각형 속의 숫자들은 바로 윗 줄에 인접하는 두 숫자의 합으로 정의

된다. 파스칼의 삼각형은 다음과 같은 방식으로 나타낸다.
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Ⅲ. 연구 방법

1. 이진수의 덧셈과 뺄셈

이진수의 덧셈은 나올수 있는 경우의 수가 0+0, 0+1, 1+0, 1+1 4가지 밖에 없다.

0+0=0, 0+1=1, 1+0=1, 1+1은 받아올림을 해 앞자리에 1을 더해주는 받아올림을 하

면 되므로 덧셈은 딱히 문제가 되지 않는다.

뺄셈에서도 0-0, 1-0, 1-1, 0-1 4가지 경우의 수가 존재한다. 0-0, 1-0, 1-1 패턴은

계산하기 번거로운 패턴이 없으므로 수월히 계산이 가능하지만 0-1패턴의 계산은

까다롭다. 0-1 패턴을 어떻게 해결할까 고민해 보았다. 계산하기 수월한 0-0, 1-0,

1-1 패턴으로만 이루어진 구간을 A, 1-0패턴으로 시작하여 0-1패턴으로 끝나는 구

간을 B라고 해보자. B패턴을 계산하는 법을 알기만 한다면 0-1패턴도 수월하게 계

산할 수 있다. 단, B패턴에서


패턴은 중간에



패턴이 나오면 패턴이 끊기기 때문

에 한번만 나와야한다. 이제 B패턴을 계산하는 방법을 살펴보자.

먼저 맨윗줄이 10000000⋯인 경우이다.

      
       

에서는 빼는수 0101101에다가 1010010을 더하면 111111이 나온다.

           ⋯   이라는 공식을 이용하면

=              

가 된다. 더해서 가 되는 수를 찾는 것이므로 1010010에다가 1을 더하면 나오는

1010011이       
       

의 계산의 결과값이 된다.

여기서 나오는 결과값 1010011은 빼는 수 0101101에서 0이면 1, 1이면 0이고

위∙아래 모두 1이라는 규칙으로 계산하면 쉽게 계산할 수 있다.

두 번째로 맨 윗줄이 10000⋯이 계속 반복되는 경우나 아닌 경우이다. (중간에


패

턴이 나오면 끊기므로


패턴은 나오지 않고 오직









패턴만 나오는 경우이다.)

이 경우에는 1-1의 결과값은 0이고 0-0의 결과값도 0이므로


 
⇔


 

로 바꿀 수

있다. 즉 맨 윗줄을 1000⋯의 형태로 바꿀 수 있다.














































의 경우처럼 B블록이 여러번 존재하는 상황에서도 이런 방

식을 이용한다면 쉽게 계산할 수 있다.














































에서



으로 시작하여



패턴으로 끝나는 부분을  나머지부분을 라고하여 계산하면

쉽게 계산이 가능하다.
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2. 이항계수의 합동

파스칼의 삼각형은 이항계수를 삼각형의 모양으로 나타낸 것이다. 파스칼의 삼각형의

각 항은 모두 의 형태로 나타낼 수 있다. 이때 파스칼의 삼각형에 홀수만 칠하게

된다면 그 도형은 시에르핀스키 삼각형과 매우 유사한 도형이 된다. 이때 홀수가 나오

는 자리의 특징은 가 홀수이다. 그렇다면 그 조건은 무엇일까?

<정리 1> 가 소수이고  ≤  ≤ 이면 는 의 배수이다

[증명] 


에서  ≤  ≤ 이므로

분자의 는 소거되지 않음

≡mod ⇔ 가 의 배수

다항식  에 대하여≡ mod 

⇔ 모든 차수의 계수가 에 대하여 합동

<정리 2> 가 소수이면  ≡ mod

[증명]       ⋯

  ∼  ∼  ⋯

   mod

<정리 3> 가 소수이고 가 자연수이면 

≡

mod

[증명] 

 


≡   
mod

  


≡




mod
⋮

≡




≡


 mod

<정리 4> 가 소수이고,  ≥  은 음이 아닌 정수 이때, 다음이 성립한다.


≡





⋯ 


mod

단,   
  




    ⋯ 

 
  




    ⋯ 
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[증명] 
  






  ∵이항정리

 
   

 ⋯ 


 







⋯ 




≡







⋯ 




mod

   






×  






×  






×⋯×  








의 진수 전개가   ⋯ 
라 할 때,

의 계수는 





⋯ 


이므로 이는 법 에 대하여 

과 같다.

Ⅳ. 연구 결과

1. 받아내림과 덧셈을 하지 않는 이진수의 뺄셈

두 이진수 M, N에 대하여 M-N을 할 때, M>N이면 반드시


패턴을 해결하는



패턴

이 존재한다. 십진수의 뺄셈에 이 방식을 이용해보겠다. a<b인


패턴을 가장 가까운

c>d인


패턴이 해결한다.


























의 앞에서 2번째 블록 2-5의 계산값과 0-3의

계산값이 같으므로




으로 바꿀 수 있다. 이런 방식으로 블록들을 계산하기 편하게 바

꾸면


























로 바꿀 수 있다. 일의 자리는 합쳐서 10이 되게 만들어주고

나머지 자리수는 합쳐서 9가 되게 만드면 결과값은 168987956839가 된다.

2. 파스칼 삼각형에서의 홀/짝의 성질

앞에서 다룬 4개의 정리로 부터 가 언제 의 배수인지 알 수 있다.


이 3의 배수인가?

47=⋅  ⋅  ⋅ ⋅  

16=⋅ ⋅ ⋅  

∴
 ≡mod
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≡⋅⋅⋅≡mod

⇒
은의배수

특히 가 2인 경우

≡≡⋅⋅≡mod ∴는 짝수

≡≡⋅⋅≡mod ∴는 홀수

짝수가 되는 경우 0을 곱할 때 즉, 이 있을 때

⇒이 없으면 모두 홀수

∴모두 홀수가 되는 n은   꼴은             ⋯등이 된다.

Ⅴ. 결론 및 제언

연구 결과를 종합해보면, 이진수 뺄셈에서의



패턴을 해결하기 위해 특정 규칙과 과

정을 도출했다. 먼저, 일정한 규칙을 통해 특정 패턴을 계산하는 방법을 발견했다. 1과

0이 번갈아 가며 나타나는 패턴에서 1은 0으로, 0은 1로 바뀌는 규칙을 이용하여 계산

할 수 있었다.

또한, 0과 1로 이루어진 이진수의 특정 패턴이 반복되는 경우, 이를 재구성하여 계산을

단순화할 수 있는 방법을 제시했다. 이러한 방법은 반복되는 패턴이 나타나는 부분을

특정 형태로 변환하여 계산을 용이하게 하는 것을 목표로 했다. 또한, 이러한 방법은

십진수 뺄셈에도 적용 가능하며, 더 큰 수의 뺄셈을 간편하게 해결할 수 있음을 입증

하였다.

이러한 방법들을 종합하면, 이진수 뺄셈 및 십진수 뺄셈에서의 특정 패턴을 다루는 새

로운 계산 방법을 제시하고, 이를 통해 더 큰 수의 뺄셈을 보다 간편하게 수행할 수

있음을 확인하였다.

연구를 통해 파스칼의 삼각형과 시에르핀스키 삼각형 사이에 흥미로운 관련성을 발견

하였다. 파스칼의 삼각형의 항 중에서 홀수를 나타내는 위치와 시에르핀스키 삼각형의

형태 사이에 공통점이 존재하는데, 이것은 일정한 조건을 충족하는 경우 두 삼각형이

유사한 패턴을 공유한다는 것을 보여준다.

특히, 파스칼의 삼각형에서 홀수가 나오는 위치를 결정하는데 있어서 필요한 정리의

증명을 수행하였다.

이때, 특정한 소수 의 배수를 확인하기 위한 조건들을 도출하였고, 이를 활용하여 주

어진 수가 의 배수인지 여부를 확인할 수 있다.
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더불어, 특정한 경우에 파스칼의 삼각형의 홀수 위치와 시에르핀스키 삼각형의 형태가

유사하게 나타나는 것을 발견하였으며, 이를 통해 두 삼각형 사이에 규칙적인 관계가

존재함을 입증하였다.

향후, 다항계수  
  꼴에 대한 홀수/짝수의 성질을 판별하고 3차원 시어핀스키 사면

체와의 관계에 대하여 더 탐구하고 싶다.
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논문 초록

본 논문에서는 물체의 회전관성으로 도출한 항등식과 이를 활용한  수열의 성질

증명에 관하여 연구하였다. 밀도가 일정한 얇은 막대의 한 끝에 회전축을 배치하면 막대의

회전관성을 구할 수 있다. 이 막대를 n개의 조각으로 나눈 후, 막대 전체의 회전축에 대한

회전관성이 각 조각의 회전관성의 합과 같다는 점을 이용하여 새로운 항등식을 도출하였다.

새로운 항등식은 일반항과 닫힌 형태의 합이 정의되는 모든 수열에 대해 적용된다. 항등식

은 다음과 같이 도출된다.


  




     



위 항등식의 에 을 대입하면 잘 알려져 있는 자연수의 5제곱의 합 공식


  



 

        

을 확인할 수 있다. 또한, 이 논문에서는 에 과 
 도 대입하여 유의미한 결과가 나오

는지 그 여부를 확인하였다. 결과적으로, 항등식의 에  수열의 일반항 을 대

입하면,


  




 

  
  

         

이라는 
에 대한 관계식을 얻는다. 동일한 항등식의 에  수열의 일반항을 제

곱한 값 
을 대입하면,


  




 


    

이라는 
에 대한 관계식을 얻는다.
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Ⅰ. 서론 (또는 연구의 필요성 및 목적)

최근 수학과 물리를 접목하여 함께 연구하는 사례들이 많아지고 있다. 복잡한 물리

학 법칙일수록, 수학적 관점에서 바라보았을 때 더욱 뚜렷한 증명법을 얻을 수 있

는 경우가 많기 때문이다. 영재원 프로그램이 본격적으로 시작하기 전인 작년(2022

년) 말부터 우리는 각자 여러 논문 후보들 중 학습하고 싶은 논문을 선택하는 과정

을 거쳤다. 그 결과 선택된 논문 [1]은 일반적 연구 방법인 “수학으로 물리학 법칙

을 설명”하는 방식이 아닌, “물리학적 개념으로 수학적 항등식을 증명”하는 독특한

방법을 채택한다는 점을 알게 되었다. 구체적으로, 해당 논문은 수열에 “질량중심”

의 개념을 도입하여 하나의 식


  




     

 (1.1)

을 발견하고, 그 식에 다양한 일반항을 대입해서 관계식을 찾아 나간다. 우리는 이

런 흔치 않은 접근에서 확장 가능성을 확인하였다.

선행 연구 논문 [1]은 직사각형의 질량중심을 이용하여 일반적인 수열에 관한 항등

식 
  




     

을 만들고, 에 다양한 수열의 항을 대입함으로써 

수열의 여러 성질을 증명하였다. 이 논문의 방식에 착안하여 우리는 물체의 특정한

물리적 성질을 하나 정하고, 그 성질을 이용해서 새로운 항등식을 만들어 기존의

수식을 증명하거나 새로운 관계식을 도출하는 것을 연구 방향으로 삼았다. 물리적

성질 중 운동량, 운동에너지, 탄성력 등 다양한 물리량을 고려하였고, 결과적으로

“관성 모멘트”를 활용하는 것이 연구에 가장 적합할 것이라고 판단했다. 다음 항등

식


  




     

 (1.2)

은 “밀도가 일정한 얇은 막대의 관성 모멘트”를 통해 도출한 항등식이자, 논문의 주

정리이다.

항등식 (1.2)는 과 이 정의되어 있는 임의의 수열에 대해 항상 성립하기 때문에

매우 유용하다. 이 점을 확인하기 위해 기존에 알려져 있는 자연수 5제곱의 합


  



 

        

이 항등식 (1.2)로부터 얻어짐을 확인할 수 있었다. 항등식 (1.2)의 에 

수열의 일반항을 제곱한 값 
를 대입했을 때, 기존에 알려져 있던 방식을 활용하

는 증명법보다 더욱 간단한 방식으로 
에 대한 관계식을 유도할 수 있다. 또한,

동일한 항등식의 에  수열의 일반항 을 대입했을 때, 
의 합에 대한

완전히 새로운 항등식이 도출된다는 사실도 발견하였다.
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Ⅱ. 이론적 배경

 수열은      이고, 각 항 사이의 관계식이         을 만

족하는 수열이다.

선행 연구 논문에서 사용하거나 밝혀낸 식들을 본 논문에서  합 관계식을

증명하는 과정에서 다시 활용하였다. 다음 식들은  수열의 대표적인 성질

들이다.


  



       (2.1)


  




     (2.2)


  



      
   (2.3)


  



       (2.4)


  



⋅         (2.5)

         (2.6)

등식 (2.1)에서 (2.6)는 모두 수학적 귀납법을 통해 보일 수 있으나, 여기서는 (2.1),

(2.3), (2.5)식을 수학적 귀납법으로 증명해 보았다.

(2.1) 증명

           → 참

    
  



       성립함을 가정

      
  

  

                

∴
  



      

      
    → 참

    
  



      
   성립함을 가정

      
  

  

    
  



        

   
        

   
                
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   
      

    


   
  

∴
  



      
  

(2.5) 증명

이 짝수일 때,   라 하면


  



⋅           ⋯      

      ⋯   

 
  

  

      

같은 방법으로, 이 홀수일 때     이라 하면


  

  

⋅               

∴
  



⋅        

선행 연구 논문에서 유도하거나 활용한  수열에 대한 기본적인 성질들 외

에도, 두 가지의 다른 관계식을 증명 과정에서 이용하였다.

      
    (2.7)

            (2.8)

두 식은 유사한 방법으로 성립함을 보일 수 있기 때문에, (2.8)에 대한 증명은 생략

하고   식으로 알려져 있는 (2.7)을 수학적 귀납법을 통해 증명하겠

다.

(2.7) 증명

      
    → 참

          
    성립함을 가정

                
      

                  

  
       

식의 양변에  을 곱하면

      
     

∴      
   

마지막으로, 이 논문의 주정리가 될 항등식을 도출하기 위해서는 관성모멘트와 평
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행축 정리의 기본적인 개념에 대해 이해하고 있어야 한다.

관성모멘트란 회전 운동하는 물체가 운동을 유지하려는 정도를 나타내는 물리량으

로, “회전 관성” 이라고도 불린다. 관성모멘트는 물체의 모양과 밀도, 질량의 영향을

받으며, 동일한 물체라도 회전축에 따라 그 값이 다르게 측정된다. 특히 회전축이

중앙에 있는 얇은 막대의 경우, 관성모멘트 는 


  (단, 은 질량, 은 막대

의 길이)으로 나타낼 수 있다. 증명은 다음과 같다.

증명) 물체의 질량을 길이와 밀도에 대한 관계식으로 나타내자.

  이므로   이다. (단, 는 밀도, 은 회전축에서 질량중심까지 거리)

따라서

  






 






 


   


 

∴  


  (2.9)

관성모멘트와 관련된 정리에는 평행축 정리와 수직축 정리가 있는데, 그 중 평행축

정리를 활용하였다. 평행축 정리는 한 물체의 서로 평행한 두 회전축에 대한

관성모멘트의 관계를 나타낸 식이다. 관성모멘트     로 나타낼 수 있으며

증명은 다음과 같다.

증명) 두 회전축이 축에 평행하다고 하자. 이때 은

  



  



와 같이 나타낼 수 있다. 질량 중심을 직교좌표계의 중심으로 놓고 평면 상에서

새로운 회전축의 좌표를  라 놓으면     이 되고 (단, 는 회전축을

평행이동한 거리), 새로운 관성모멘트 는

  


         

 



  

 


  


    




   

∵


   


  
∴     (2.10)

위에서 구한 회전축이 중앙에 있는 얇은 막대의 관성모멘트 식에 평행축 정리를

적용했을 때, 회전축이 한 끝에 있는 막대의 관성모멘트를 구할 수 있다. 즉,

  


  ⋅


  


 으로 나타난다.

∴  


  (2.11)
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Ⅲ. 연구 방법

밀도가 1이고 길이가 인 얇은 막대 하나를 생각해보자. 이 막대를 임의로 개의

조각으로 나누고, 왼쪽에서부터 번째 조각의 길이와 질량을 라 하자. 여기서, 첫

번째 조각의 길이 및 질량은  , 두 번째 조각의 길이 및 질량은  , 번째 조각의

길이 및 질량  ,  등이다.       ⋯     이라 정의한다.

     

⋯     

<그림1. 왼쪽 끝이 회전축인 밀도가 1인 막대>

막대를 개의 조각으로 나누었을 때, 회전축에 대한 각 조각의 관성모멘트의 총합

은 막대 전체의 관성모멘트 값과 필연적으로 같아야 한다. 이를 활용해 항등식을

유도해 보겠다.

이때, 막대 전체의 관성모멘트   


⋅

이다.

막대의 왼쪽 끝의 좌표를 O라 하고 n개의 조각으로 나누었을 때, 막대의 왼쪽 끝을

기준으로 번째 조각의 질량중심의 좌표는     


로 표현된다.

   

    




<그림2. 회전축과 막대의 번째 조각>

따라서, 평행축 정리     을 이용해 번째 조각의 관성모멘트를 나타내면

  


⋅

      

 


(단,   )

 




  
      



 




    

여기서, 각 조각의 관성모멘트를 모두 더한 값은
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
  



  
  







    

으로 도출된다.

정리 1.2)

∴
  




     



Ⅳ. 연구 결과

관성모멘트를 이용해 구한 항등식 (1.2)의 에 다양한 수열의 일반항을 대입하여

기존의 항등식을 새롭게 증명하거나, 새로운 항등식을 도출할 수 있다.

예제 3.1)


  



  

   


⋅

    
(3.1)

항등식 (1.2)의 에 를 대입함으로써 1부터 까지 자연수의 5제곱의 합 공식을

보이자.

이때, 는 

  
꼴로 나타난다. 이를 식에 대입하면


  

 


  ⋅

  
⋅

   


 

  







  






  


 

  






→ 
  






 
  






 



  









  



  
  



⋅

  
 

 

∴
  



  
  



⋅

     
또한,


  



  

  


임을 위 식에 적용하면


  



  

   


⋅

   
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널리 알려져 있는 자연수 5제곱의 합 관계식을 확인함에 따라 항등식이 성립함을

입증하는 동시에, (1.1) 항등식으로는 보일 수 없는 식을 증명하였다.

정리 3.2)


  




  




     (3.2)

항등식 (1.2)에  수열을 적용해보자.

위 항등식의 에 
를 대입한다.

 
일 때,      ∵


  

  
  




 

  




⋅  ⋅  

 
  




 

  




    

  식을 이용해 정리하면

 
  




 

  




 

  




⋅ 

 
  




 

  




⋅ 

이때, 
  




⋅ 은 논문 [2]의 따름정리 3.6 에 따라

⋅

 

      으로 나타낼 수 있다. 즉,


  

  
  




        

위 식을 
  




에 대해 표현하기 위해 이항한 후 정리하면


  




  


  

  
       

 




  
     

    

 


 

                       ∵

 




       
     

        

 




               




 




          



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 




    


 ∵

 




    

따라서,  수열 각 항의 6제곱의 합은 다음과 같이 나타난다.


  




  




    

논문 [3]에서 증명한 과정과는 전혀 다른 방법으로 문제에 접근하였고, 몇몇

보조정리들을 도입한 결과 (1.2) 항등식으로 매우 간결하게 증명을 완성하였다.

정리 3.3)


  




  


  

  
          (3.3)

다음으로, 항등식 (1.2)의 에  수열의 일반항 를 대입해보자.

  이고,        ∵

(1.2) 항등식에 의해


  




            

 
  




            

 
  




      

  



    
  





 
  




         

        ∵

∴
  




          

  

이때, 
  




      은 다음과 같이 표현할 수도 있다.


  




        

  




     

     

 
  




 

  



  
  

  



  ⋅   

 
  




 

  

  


   

  

  

⋅   
 

  

  


  

  

  

⋅     


  을 다시 으로 바꿔 쓴 후 식을 정리하면
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
  




 

  



⋅   
  




   ⋅    ∵

   
  

  

따라서,  수열 각 항의 3제곱의 합은 다음과 같이 나타난다.


  




  


  

  
         

항등식의 에 을 대입함으로써  수열의 일반항의 세제곱의 합을 공식

화하였다. 기존의 알려져 있던 식이 아닌, 항등식 (1.2)을 통해 새롭게 만들어진 수

열의 합 관계식이다.

Ⅴ. 결론 및 제언

결론적으로, 본 논문에서는 물리적인 성질을 도입하여 모든 수열에 대해 성립하는

간단한 형태의 항등식을 만들고, 여기에  숫자와 관련된 일반항을 대입함

으로써  관계식 (3.1), (3.2), (3.3)을 새롭게 도출하고 증명하였다. 논문의

주정리로 활용되었던 항등식 (1.2)는 물리법칙을 이용하여 귀납법 등의 일반적인 방

법으로는 다루기 어려운 고차의 일반항에 대한 관계식에 쉽게 접근하는 데 도움을

준다는 점에서도 활용도가 높다.

본 논문에서 다룬 내용은 다양한 측면에서 확장 가능성이 있다. 우선, 논문의 주정

리로 활용되었던 항등식 (1.2)를 통해 우리가 본 논문에서는 다루지 않은  수

(각 항 사이의 관계식         은  수와 동일하지만, 초기항이

   ,   로 다른 수열)에 관한 관계식을 찾아볼 수 있을 것이다.

또한, 선행 연구 논문의 항등식 (1.1)과 본 논문의 항등식 (1.2)는 모두 의 거듭제

곱, 그리고 와 의 곱이 포함된 식이라는 점에서 형태가 유사하다는 점을 발견하

였다. 이를 바탕으로 하여, 추후 과 이 포함된 4차 이상의 항등식을 물리적인

방법으로 모색하는 것도 흥미로워 보인다.
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초록

본 연구에서는 피식자-포식자의 생태계에 대해 다양한 조건에서 수학적 모델링을 해보고

탐구한다. 먼저, 인구증가이론과 새로운 조건을 추가한 로지스틱 모델에 대해 살펴본 후, 이를

바탕으로 피식자-포식자 모델의 식에서도 계수를 바꾸었을 때, 자기 경쟁이라는 상황이

생겼을 때, 조업 활동과 같은 외부요인이 발생하였을 때로 나누고 식으로 나타내었다.

Python의 코딩을 활용해 그래프로 시각화하고 분석한 후 해석하였다. 한 종의 개체 수가 2

미만을 멸종이라고 가정하고 외부요인이 발생할 때 피식자보다 포식자가 먼저 멸종할 것이라는

알 수 있었다. 또한 피식자와 포식자 모델의 식에서 계수를 바꾸었을 때, 그래프 개형에 각

계수가 어떤 영향을 주는지 확인하였다. 모델링 결과와 달리 TB Atwood(2020)에서 초식

동물이 육식 동물보다 더 먼저 멸종할 수 있을 것이라는 연구가 있다는 사실로부터 모델링을

할 때, 현실에 잘 부합하는 결론을 도출하기 위해 다양한 조건을 고려할 필요가 있다.

Ⅰ. 서론

우리는 오랫동안 COVID-19라는 유례없는 팬데믹 시기를 겪었다. 이를 극복하기

위해서 감염병 예측 모델을 통해 앞으로의 위기를 예측하고 다양한 정책들을 펼쳤다.

이처럼 수학적 모델링이 자연의 현상이나 실생활의 여러 가지 상황들을 이해하고

예측하는데 도움을 줄 수 있다는 점에서 수학의 가치를 깨달을 수 있었다.

최근 기후 변화와 환경문제가 심각한 문제로 대두하였고 이러한 문제들이 피식자와

포식자가 존재하는 생태계에는 어떻게 영향을 주는지 탐구해보고 싶었다. 이러한

질문을 해결하기 위해 수학적 모델링을 하기로 하였다. 수학적으로 모델링하기 위한

방법을 찾아보던 중 연속적인 변화에 대한 모델링에 사용되는 미분방정식이 적합하다고

생각하였다. 본 연구에서는 미분방정식을 활용해 시스템을 모델링하여 어떤 변수가

영향을 미치고 있는지 파악해보고 변수를 제어하여 결과를 바꾸거나 이후에 일어날

현상을 예측해보고자 다음과 같은 연구 질문을 설정하였다.
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1. 피식자-포식자 모델에서 서로 경쟁하는 조건을 추가하였을 때 어떠한 해석을 할

수 있는가?

2. 피식자-포식자 모델에서 외부요인이 추가되었을 때 어떠한 해석을 할 수 있는가?

3. 피식자-포식자 모델에서 계수를 변경하여 그래프의 개형이 바뀌었을 때, 이를

어떻게 해석할 수 있는가?

Ⅱ. 이론적 배경

1. 적분과 미분

적분이란 정의된 함수의 그래프와 그 구간으로 둘러싸인 도형의 넓이를 구하는

것이다. 주로  와 같이 표기한다. 적분은 크게 부정적분과 정적분으로 나뉜다.

부정적분은 미분의 역연산으로 의 원시함수 를 찾는 과정이다. 정적분은

주어진 도형을 작게 나눈 기본 도형의 넓이나 부피의 합으로 근삿값을 구한 다음,

그 근삿값의 극한으로서 주어진 도형의 넓이나 부피를 구하는 방법이다. 넓이를 구할

때 주어진 도형을 작게 나눈 기본 도형의 넓이나 부피의 합으로 근삿값을 구한

다음, 그 근삿값의 극한으로써 주어진 도형의 넓이나 부피를 구하는 방법을

구분구적법이라 한다. 그리고 구분구적법을 통해 정적분을 정의할 수 있다. 상합과

하합을 이용하여 넓이를 근사할 수 있는데 등분한 수를 점점 늘려나가면 오차를 줄일

수 있다. 그래프의 구간을 일정하게 나눌 때 상합은 주어진 구간에서 함수를 위에서

근사적으로 정적분하는 방법 중 하나이다. 하합은 반대로 주어진 구간에서 함수를

아래에서 근사하는 방법이다. 상합과 하합 계산을 코딩하여 그래프로 아래의 그림과

같이 나타낼 수 있다.

[그림 Ⅱ-1] 상합과 하합 계산을 코딩하여 나타낸 그래프

구분구적법, 정적분의 응용으로 입체도형, 평면도형의 넓이를 근사하고 구할 수

있다. 예를 들어 원의 넓이를 구할 때 두 가지 방법을 사용할 수 있는데, 한 가지는
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원에 외접하는 다각형과 내접하는 다각형의 넓이를 구해 사잇값을 근사하면 원의

넓이를 근사할 수 있다. 다른 방법은 원의 중심에서 테두리까지 잘게 잘라 이어 붙여

직사각형을 만들어 넓이를 구하는 방법이다. 이와 같은 방법들로 각기둥, 각뿔의 부피

등도 구할 수 있다.

한편 미분은 어떤 함수의 순간 변화율 즉 한 점에서의 기울기를 구하는 작업이다.

함수가 연속이고 미분계수가 존재하는 경우에만 미분가능하다. 함수를 미분하면 그

함수의 도함수가 나온다. 주로  ′나 


로 표기한다.

적분이라는 개념은 미분보다 훨씬 오래되었다. 고대에 아르키메데스 등 여러

수학자들이 포물선과 같이 곡선으로 이루어진 영역의 넓이를 삼각형으로 나눠 구하는

방법, 대상을 잘게 나눠서 원주율 구하기, 구나 원기둥의 넓이 구하기 등을 알아냈다.

적분은 여러 가지 도형의 넓이를 구하는 것에서 시작되었다.

반면 미분은 적분보다 발달이 늦었다. 곡선의 접선에 관한 문제와 함수의 최대

최소에 관한 문제로 인하여 창조되었고 뉴턴과 라이프니츠에 의해 많이 발전했다.

뉴턴과 라이프니츠는 서로 독자적인 방법으로 미분을 발견했다. 뉴턴은 기하에서의

접선, 곡률들을 이용해 발전시켰고 라이프니츠는 변화량을 이용했다. 그러고 나서

적분과 미분이 서로 역연산의 관계에 있다는 사실이 밝혀졌다.

2. 극대, 극소와 변곡점

가. 그래프의 개형 찾기

고등학교 미적분 교과서에서, 어떤 함수   의 그래프를 그리기 위해서는 일반적으로

다음 표Ⅱ-1 과 같은 사항들을 조사할 수 있다고 하였다.

[표Ⅱ-1]   의 그래프 개형 그리는 방법

이번 연구에서는 위의 7단계 중 ⑤,⑥,⑦을 중심으로 그래프를 그릴 것이다.

① 함수의 정의역과 치역을 찾는다.

② 대칭축과 주기의 유무를 확인한다.

③ 좌표축과의 교점들을 구한다.

④  → ± ∞일 때의 의 값을 구해서 점근선의 유무를 확인한다.

⑤  ′를 구하여 함수의 증감과 극값을 조사한다.

⑥  ″서 변곡점과 함수의 오목, 볼록을 조사한다.

⑦ 불연속점, 미분 불가능한 점들을 찾는다.
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나. 극대와 극소의 정의

상수함수가 아닌 함수 에 대하여   를 포함하는 어떤 열린구간에서

 ≥ 이면 함수 는   에서 극대, 그때의 를 극댓값이라고 부른다.

상수함수가 아닌 함수 에 대하여   를 포함하는 어떤 열린구간에서

 ≤ 이면 함수 는   에서 극소, 그때의 를 극솟값이라고 부른다.

열린 구간은 구간의 양 끝점 a, b를 포함하지 않는 구간을 의미한다. 소괄호를 이용해서

   ∈∣     , ∞  ∈∣   , ∞   ∈∣   ,

 ∞ ∞  와 같이 나타낸다.

[그림 Ⅱ-2] 그래프의 극대와 극소

다. 극대, 극소 구하기

2번 미분가능한 함수에서 미분가능한 함수 에 대하여  ′  이고   의

좌우에서  ′의 부호가 양에서 음으로 바뀌면   의 좌우에서 가 증가상태에서

감소상태로 바뀌므로 는   에서의 극대라고 할 수 있다.

미분가능한 함수 에 대하여  ′  이고   의 좌우에서  ′의 부호가

음에서 양으로 바뀌면   의 좌우에서 가 감소상태에서 증가상태로 바뀌므로

는   에서의 극소라고 할 수 있다.

 ′의 부호가 음에서 양으로 변할 때  ′가 증가하므로  ″  이고  ′의

부호가 음에서 양으로 변할 때  ′가 감소하므로  ″  이다. 이를 통해  ″를

이용해서 가 극댓값인지 극솟값인지 판단할 수 있다. 예를 들어     의

극대와 극소를 찾는다면,  ′   이다.  ′ 을 만족하는 의 값은   

또는   


이고  ″    이다. 따라서,  ′′  이고  ′′     이

므로   일 때는 극값을 갖지 않고   일 때 극솟값을 가진다.

한편, 미분 불가능한 점이 있는 함수에서는 미분 불가능한 점이 있어도 극대, 극소를

가질 수 있다. 다음의 그림과 같은 예를 살펴보았을 때, 함수는   에서 미분
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불가능하지만   에서 극솟값을 가진다.

[그림 Ⅱ-3] 미분 불가능하지만 극솟값을 갖는 예

라. 함수의 오목, 볼록과 변곡점

함수 가 어떤 구간에서  ″  이면 곡선   는 이 구간에서 아래로

볼록하다. 마찬가지로, 함수 가 어떤 구간에서  ″  이면 곡선   는

이 구간에서 위로 볼록하다.

[그림 Ⅱ-4] 볼록함수에서의 이계도함수

위 그림에서도 이계도함수가 양수이므로 도함수가 증가함수이고 함수는 아래로

볼록하다. 함수 가 열린 구간  에서 정의된 두 번 미분가능한 함수라고 할

때, 열린 구간  의 한 점 에서  ″  이고    좌우에서  ″의 부호가

바뀌면 점   는 변곡점이 된다. 변곡점이 아닌 점에서 접선은 접점의 주변에서

함수의 그래프가 접선의 위 또는 아래의 어느 한쪽에 위치하게 된다. 그러나

변곡점에서 그래프의 접선은 변곡점에서 그래프의 개형이 바뀌므로 변곡점의 주변에서

함수의 그래프가 접선의 위와 아래 모두에 위치하게 된다. 즉, 함수의 변곡점에서의

접선은 그래프와 한 점에서 만난다.
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마. 함수의 증감표

고등학교 미적분 교과서에서, 증감표는 함수의 증가와 감소를 나타낸 표로 특정한

함수의 그래프의 개형을 파악하기 위하여 함수의 증가와 감소, 변곡점을 나타낸 표이다.

예시는 다음과 같다.

[표 Ⅱ-1] 함수  
  


의 증감표 [그림 Ⅱ-5] 함수  

  


의 그래프

위의 예시는  
  


의 그래프를 증감표를 통해 극값과 변곡점을 찾아서 그래프의

개형을 그린 것이다. 위와 같은 방법으로 그래프의 특징들을 조사하여 그래프의

형태를 그릴 수 있다.

2. 미분방정식과 수학적 모델링

수학적 모델링은 현실 세계의 현상에서 발생하는 것들을 단순화해 수학의 언어로

바꾸어 표현하는 것을 말한다. 수학적 모델링을 통해 그 현상의 원리, 미래 추세,

그 현상에 대한 다양한 시나리오를 예측해 볼 수 있어 많은 분야에서 사용되고

있다. 예를 들어, 자연과학 분야에서는 지구 온난화의 원인과 영향을 이해하고,

미래의 기후 변화를 예측하기 위해 수학적 모델이 사용되고 또한 경제학 분야에서

시장의 동향과 경제 정책의 효과를 분석하기 위해 수학적 모델이 사용된다.

수리생물의 영역에서는 다양한 영역에서 모델을 만들어 연구를 한다. 이런 영역들은

모두 시간에 따른 현상의 변화를 연구하지만 시간과 공간 속에서의 변화를 연구하는

영역이 있으며 여기서는 편미분방정식이 수학 모델의 핵심이 된다(이원재, 2012).

3. 인구증가모델

영국의 경제학자 맬서스가 제안한 인구 증가 모델은 인구 변화량이 현재 인구 수

자체에 비례한다는 것을 바탕으로 만들어진 모델링이다. 따라서, 는 시간 에서

의 인구수, 는 현재의 인구수, 은 인구 증가율이라고 했을 때 앞에 나온 사실
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에 의해  ′   × 가 성립한다. 여기서  ′는 시간의 인구 증가율을 의미한다.

박테리아 증식 과정을 통해 이를 증명해볼 수 있다. 박테리아에게 충분한 영양분을

주고 페트리 접시에 증식한다고 했을 때, 1일 안에는 모든 박테리아가 2배로

증식한다고 한다. 박테리아가 하루 안에 증식하는데 정확히 언제 증식하는지는 알

수 없으므로 하루를 절반으로 나누어 하루의 


까지는 박테리아의 절반이 증식한다.

그러면, 하루의 


까지는 박테리아가 원래의   

 가 된다. 그런데 하루의 


이후

에도 하루의 


전에 증식한   

 이 또 증식하므로 하루가 지나면 박테리아가

  

 


이 된다.

이렇게 하루를 번으로 쪼개는 것이 아니라 번, 번… 번으로 쪼개면

lim
→∞

  

 


 가 된다. 가 (하루 단위)가 지났을 때 생기는 박테리아 양이라고

했을 때,

  

    

 

  

    










  

  

 

 ′  이므로    × 라고 할 수 있다. 그리고 Python을 활용해 다음과

같이 코드를 통해 인구 증가 모델 그래프를 작성할 수 있다.

[그림 Ⅱ-6] 인구증가모델 그래프

인구 증가를 수학적으로 모델링하는 것은 인구 정책 수립, 자원 배분, 경제 발전 등

다양한 분야에 활용될 수 있다. 예를 들어, 인구 증가 모델을 사용하여 인구 증가

속도를 예측할 수 있다. 이를 통해 인구 증가에 따른 사회·경제적 변화를 미리 대비할
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수 있다. 하지만 맬서스의 인구 증가 모델은 한계점이 많다. 맬서스 인구 증가 모델은

여러 사회적 요인을 고려하지 못했다. 또한 맬서스 인구 증가 모델은 여러 단순화된

가정에 기반하며, 현실 세계의 복잡성을 완벽하게 반영하지 못한다는 한계가 있다.

4. 로지스틱 인구 모델

다음으로 기존 인구 증가 모델에서 서로 죽이며 인구가 조절될 때를 생각해 보았다.

기존 멜서스 인구 증가 모델이 단순히 인구 증가율이 기존 인구에 비례한다고

가정했다면, 로지스틱 모델은 자원 경쟁으로 인해 인구가 조절되는 경우까지 고려한

모델링이다. 조절되는 인구수를 나타나는 항을 추가하면 다음과 같다.

 ′       이고    일 때 ′  임을 알 수 있다. 이계도함수도 구해보면,

 ″  ′ ′이고   


일 때 변곡점임도 확인할 수 있다. 여기서   


로 두고

그래프 개형을 유추해보면 아래의 그림과 같다.

[그림 Ⅱ-7] 로지스틱 인구모델 그래프 개형

위 그림처럼 


에는 결국 도달하지 못할 것으로 유추해볼 수 있다. 실제로 


를

넘지 못할지는 방정식을 풀어보아야 하는데 다음과 같은 과정을 통해 풀 수 있다.




   






 





×   








 



 


  








 
 






  

 
 



 




 


 ln  

  

 


 

 ln 





 

 
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 


 

 

∴ 
 

 

  
   




   


 


이므로 


를 넘지 못함을 확인할

수 있다.

Ⅲ. 연구 방법

1. 연구 방법

기존의 연구에서 이원재(2012)의 연구에서는 인구증가모델을 엑셀로 계산하고 시각화

하였다. 이에 덧붙여 연립으로 주어진 미분방정식의 그래프를 시각화하고자 Python

에서 제공하는 상미분방정식 풀이 모듈인 Scipy에서 제공하는 odeint를 활용하였다.

Python을 이용하면 시간에 따른 그래프와 와 를 각각 축으로 하는 그래프도

그릴 수 있어 엑셀에서 제공하는 것보다 더 다양한 탐구가 가능하다. 또한 최근

생성형 인공지능을 활용하면 코딩에 대해 깊게 탐구하지 않더라도 필요한 기능을

만들어 낼 수 있는 새로운 환경이라는 점도 고려하였다.

본 연구에서는 기본 피식자-포식자 모델에 대해 다양한 조건에서 식을 찾고

Python으로 코드를 작성하여 그래프로 나타내었다. 그리고 이를 바탕으로 그래프를

해석하고 각 계수가 그래프에 주는 영향에 대해서 탐구하였다. 이후, 생물 멸종에

대한 가설을 세우고 식을 변경해가면서 포식자와 피식자의 멸종 가능성에 대해

탐구하였다.

2. 연구 과정

가. 기본 피식자-포식자 모델

피식자-포식자 모델의 기본 식을 구하는 과정은 다음과 같다.












   




   

위 식의 궤도방정식을 풀어서 
 × 

 × 

 라는 식을 도출할 수 있었다. 또한,

  




라고 하고   




라고 한다면 의 값이 작을 때는 다항함수의 증가율이

지수함수의 증가율보다 크지만 의 값이 커짐에 따라 지수함수의 증가율이 월등히
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커지기 때문에 의 최댓값을 라고 하고, 의 최댓값을 라고 한다면 최댓값

을 기준으로 그전까지는 증가, 그 후에는 감소하는 개형을 가지게 된다.

이를 통하여 상수 의 값과 와 의 곱을 비교하면 해의 개수에 기반한 그래프를

Python을 이용해 나타내었다.

나. 조건을 추가한 경우에 대한 탐구

(1) 각 개체가 만나 경쟁하는 경우의 피식자-포식자 모델

피식자-포식자 모델에서 각각의 개체가 만나 경쟁하는 모델을 다음과 같이 수식으로

표현할 수 있다.












     




     

여기서 와 가 각 개체가 만나 경쟁하여 죽는 경우를 의미하는 것이다. 피식자끼리

서로 만나는 경우를 으로, 만나서 피식자끼리의 경쟁에서 사망할 확률을 라고

놓으면 피식자의 개체 수는   에서 을 뺀 값으로 나타낼 수 있다.

또한, 포식자끼리 서로 만나는 경우를 으로, 만나서 피식자끼리의 경쟁에서 사망할

확률을 라고 놓으면 피식자의 개체 수는    에서 을 뺀 값으로 나타낼

수 있고 Python을 이용해 그래프로 나타내었다.

(2) 외부요인이 추가된 피식자-포식자 모델

외부요인 중 조업 활동을 예시로 구상해보았다. 단위시간 당 조업 활동으로

잡아들이는 어종의 양은 개체 수에 비례할 것이라고 가정한다고 하고 비례상수 ε는

어종에 관계없이 동일하므로 와 의 증가율에 각각  ,  를 추가로

더해주면 된다. 따라서 조업 활동을 고려한 모델은 다음과 같다.












    




     

여기서  , 의 평형점은 각각 

  
, 

 
가 됨을 알 수 있다. 이를 바탕으로

Python을 이용해 그래프로 나타내었다.

(3) 계수를 변경한 경우에 대한 탐구

각각의 계수 a, b, c, d, e, f에 대해 a는 피식자의 자연 증가율, b는 포식자가 피식자를
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먹는 비율, c는 포식자의 자연 감소율, d는 포식자가 피식자를 먹어서 증가하는

비율, e는 피식자들이 경쟁해 사망하는 비율, f는 포식자들이 경쟁해 사망하는

비율이라는 의미를 가지고 있다. 또한 각각의 계수들은 단위시간을 변경하면

정수값으로도 표현이 가능함을 확인하였다.

계수를 변경하였을 때, 그래프에 어떠한 영향을 줄 것인가에 대해 계수를 하나씩만

변경하고 나머지는 유지하여 각각의 계수가 그래프에 어떤 변화를 주는지 확인하였다.

a, b, c, d를 각각 3, 0.5, 2, 0.2로 두고 탐구한 후 c를 2에서 4로 변경하여 다시

탐구하였다.

Ⅳ. 연구 결과

1. 기본 피식자-포식자 모델

  ×일 때는 해가 존재하지 않고,   ×일 때는 평형점이 유일한 해가

되며   ×일 때는 그림 Ⅳ-1과 같은 궤도가 나올 것이다.

[그림 Ⅳ-1] 기본 피식자-포식자 모델 그래프

그림 Ⅳ-1는 피식자-포식자 모델의 기본 식을 그래프로 만든 것이며, 이를 통해

궤도를 그려내는 식을 프로그래밍하여 궤도를 그리면 위와 같은 그래프를 얻을 수

있다. 그림 Ⅳ-2는 시간의 흐름에 따른 피식자와 포식자의 개체 수를 각각 표현한

것이며 이를 통해 일정한 주기로 반복하여 개체 수가 늘어나고 줄어든다는 것을

확인할 수 있다.
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[그림 Ⅳ-2] 기본 피식자-포식자 모델 시뮬레이션

2. 각 개체가 만나 경쟁을 하는 경우

초기 피식자 개체 수를 마리, 초기 포식자 개체 수를 마리로 두 그룹 모두

초깃값을 같게 설정하고 그룹2는 피식자 간 경쟁을 배로 변경하여 다음과 같이

그래프를 작성했다. 또한, 이를 Python 코드를 활용해 그림으로 나타내면 다음과

같다.

[그림 Ⅳ-3] 각 개체가 만나서 경쟁하는 경우의 피식자-포식자 모델 그래프

본 연구에서는 한 종의 개체가 마리 이하일 때는 번식이 불가능하다고 판단하여

녹색 점선으로 표기하였다.

두 그래프를 통해 피식자 간 경쟁을 배로 변경해 피식자가 위험에 빠지기 쉬웠음에도

오히려 포식자가 먼저 멸종하였다는 것을 알 수 있다. 여기서 피식자를 초식 동물,

포식자를 육식 동물이라 한다면 육식 동물이 초식 동물보다 멸종할 가능성이 높다는

것을 알 수 있다.
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3. 외부요인을 추가한 경우

피식자 마리, 포식자 마리라는 같은 초깃값에서 외부요인이 없는 경우, 외부요인이

인 경우, 외부요인이 인 경우를 각각 그래프로 표현했다.

[그림 Ⅳ-4] 외부요인을 추가한 경우의 피식자-포식자 모델 그래프

위의 그래프에서 평형점이 포식자는 마리, 마리, 마리로 감소하는 방향으로

이동하지만 피식자는 마리, 마리, 마리로 늘어나는 방향으로 이동하고 있다.

이 결과는 외부요인이 포식자보다 피식자에게 더 유리함을 보여준다. 이를 바꾸어

말하면 외부요인이 평소보다 영향이 늘어나면 피식자보다 포식자가 멸종할 가능성이

커진다고 볼 수 있다. 또한, 최근 환경오염, 온난화와 같이 종에 무관하게 작용하는

외부요인도 조업 활동과 동일하게 적용할 수 있다고 판단하여, 기후 위기에 따라

포식자가 피식자보다 멸종할 가능성이 높다는 추론을 할 수 있었다.

4. 계수를 변경한 경우

(1) a, b, c, d 계수를 모두 변경한 경우

아래에서 왼쪽의 그림 Ⅳ-5는            로 설정했을 때의 궤도이고

오른쪽은 그림 Ⅳ-6은            으로 설정했을 때의 궤도이다.

[그림 Ⅳ-5, 6] a,b,c,d 계수를 변경하기 전과 후의 그래프
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이러한 그래프를 통해서    의 값을 바꾸었을 때 평형점이 이동하고 그래프의

개형이 달라짐을 확인할 수 있었다.

(2) c 계수만 변경한 경우

그림 Ⅳ-7은 c 계수를 변경하기 전에 계수 a, b, c, d를 각각 3, 0.5, 2, 0.2로 지정하여

그린 것이다.

[그림 Ⅳ-7] c 계수를 변경하기 전 피식자-포식자 모델 그래프

위 그래프의 평형점은 (10,6)이고 곡선형 궤도가 나타나는 것을 알 수 있다. 그림

Ⅳ-8은 계수 a, b, c, d 중 c를 2에서 4로 변경하여 그린 것이다.

[그림 Ⅳ-8] c 계수를 변경한 후 피식자-포식자 모델 그래프

평형점은 (20,6)이고 곡선형 궤도가 나타났다. c가 포식자의 자연 감소율이어서 c가

증가하면 포식자의 수가 감소하고 피식자의 개체 수가 위의 그래프보다 늘어난 것을

알 수 있다. 하지만 포식자의 자연 감소율이 증가했는데 포식자의 최대 개체 수가

늘어남을 확인할 수 있었다. 포식자의 최대 개체 수가 늘어남에 의문을 가지고

추가적인 탐구를 진행하였다.
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   ×일 때 보다 작은 의 값을 라고 하였을 때, 초기 개체 수인  ,

모두 10으로 동일하게 설정하였다.   이고 a, b, d의 값은 3, 0.5, 0.2로

고정하였기 때문에   이고  


이며 의 값이 같다고 가정했을 때,

그림 Ⅳ-9와 같이, c의 값이 2배가 된 그래프의 값의 간격이 넓은 것을 알 수 있다.

[그림 Ⅳ-9] 이 동일한 경우 각각의 그래프의 폭

따라서, 좌우 폭이 커지게 되는 것을 알 수 있다.

   ×일 때  보다 작은 의 값을 라고 하자. 초기 개체 수인  , 모두

10으로 같게 설정하였고 a, b, d의 값은 3, 0.5, 0.2로 고정하였다.

   이라고 하였을 때,  

 
이다. c가 2일 때,

 
 

  이고 c=4일 때  


   이므로, 가 보

다 크다. 그리고 이를 그래프로 표현하면 그림 Ⅳ-9와 같다.

[그림 Ⅳ-9] 가 보다 큰 그래프

따라서, 궤도의 상하 폭이 커지게 되는 것을 알 수 있다.
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우리가 구한 그래프가 상하 폭이 커지는 것이 옳다는 것을 확인한 후, 그 의미를

해석하기 위해 논의를 진행하였다. 논의 결과, 포식자의 평균인 균형점의 식이

  


라는 것을 고려할 때, 포식자의 변화율에 관련 식의 계수는 포식자의 평균에

영향을 주지 못하고, 피식자의 평균   


에 영향을 준다. 따라서 (포식자의 자연

감소율)의 증가는 포식자가 일정한 상황에서 피식자 개체 수 평균의 증가를 가져온

다고 볼 수 있다. 따라서 피식자가 최대치일 때에서 출발한다고 가정하면, 포식자의

입장에서는 포식자 대비 피식자가 늘어나 먹이가 풍부해져서 더 많이 증가할 수 있는

환경이 제공된다고 해석할 수 있다. 시간의 흐름에 따라 포식자가 최대가 되는

순간에서는 포식자가 지나치게 늘어나 더 급격히 감소하는 그래프를 보인다고 해석할

수 있었다.

추가로 피식자-포식자 모델의 그래프가 완벽한 타원형이 아닌 이유도 설명할 수

있게 되었다. 아래 그림과 같이 , 의 그래프가 완벽한 대칭이 아니기 때문

에 피식자-포식자 모델의 그래프는 타원형이 될 수 없다.

[그림 Ⅳ-10] 와 의 그래프

마지막으로 계수 c뿐만 아니라 a, b, d의 값을 변화하였을 때 이와 같은 원리로

평형점, 그래프의 개형, 그래프의 상하좌우 폭이 달라질 수 있음을 알 수 있다.

Ⅴ. 결론 및 제언

수학적 모델링을 통해 사회현상, 자연현상을 단순화하여 보여줄 수 있고 미래나

어떤 조건을 바꾸었을 때의 결과를 예측할 수 있다. 복잡한 식을 Python을 이용하여

그래프를 그린 결과를 시각적으로 확인해봄으로써 직접 계산하지 않고도 그래프나

결괏값을 쉽게 확인하고 다음과 같이 해석하여 결론을 내렸다.

첫째, 각 개체가 만나 경쟁을 하는 경우에서는 포식자 또는 피식자가 죽을 확률에

따라 그래프의 모양이 변하고 오히려 포식자가 멸종할 가능성이 높다고 결론을

내렸다.
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둘째, 조업 활동 및 환경오염과 같은 외부요인을 추가함으로써, 이러한 외부요인들이

실제로 생태계에 영향을 줄 수 있으며 멸종까지도 가능할 것이라는 결론을 내렸다.

이 두 사례를 통해 기본적인 모델링에서 변수를 추가해 만든다면 현실과 가까운

결과들을 도출하고 기본적인 모델링에 비해 좀 더 정교한 예측을 할 수 있다는 것을

알 수 있었고 이를 통해 수학적 모델링과 같은 수학의 유용성을 알 수 있었다.

셋째, 모델링에서 사용되는 변수와 각각의 계수들이 가지고 있는 의미를 그래프를

이용해 시각적으로 확인하고 해석함으로써 본 연구의 모델링한 식을 검증할 수

있었다. 또한, 수학적 검증을 통해 그래프가 바뀌는 원인을 이해하고 그래프를

정성적으로 재해석했을 때, 더 풍부한 논의가 가능함을 알 수 있었다.

하지만 2020년에 진행된 미국 유타주립대학의 연구는 초식 동물의 멸종 위험이 육식

동물보다 더 높다는 결과를 보여주었다. 우리 팀이 수학적 모델을 사용하여 탐구한

내용과는 상반된 결과가 도출된 것으로 볼 수 있다. 해당 연구에서는 초식 동물 중

25.5%가 멸종 위험에 처해 있다는 결과가 도출되었으며, 이는 육식 동물보다 높은

비율임을 나타내었다. 이러한 한계점을 통해 수학적 모델링의 한계와 현실 세계의

복잡성을 더 많이 고려할 필요가 있다는 것을 알 수 있다.

따라서 후속 연구자들은 이보다 더 많은 변수를 고려한 정교한 수학적 모델링을 통해

실생활과 가깝게 수학적 모델링을 하는 노력을 기울일 것을 제언하는 바이다.
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지도교수 : 이준복 (연세대학교 수학과)

논문 초록(abstract)

본 논문은 모든 에 대해 m-regular composition의 개수가 임을 밝히고 일반화하였다.

은   수열 중 초깃값이 2의 거듭제곱 꼴인 수열이다.

자연수 을 양의 정수의 합으로 나타내는 방법(compositions) 중에서 표현된 양의 정수가

으로 나누어지지 않을 때의 composition을 m-regular composition이라고 한다.   일

때 2-regular composition의 개수는 피보나치수열의 번째 항의 값이라는 것은 논문[1]에서

MacMahon bit sequence를 이용해 증명되었다.

논문[1]에서는   일 때도 3-regular composition의 개수가 Tribonacci 수열의 번째

항의 값과 같다는 것을 보인다. 증명은 Tribonacci identity와 MacMahon bit sequence를

이용하여 이루어진다. 논문[1]의 conjecture에서는 모든 에 대하여 m-regular

composition의 개수가   수열의 번째 항의 값이라는 가정을 제시한다.

본 논문에서는 의 값에 따라 과 을 설정하였고   일 때 4-regular

compositions의 개수가 Tetranacci 수열의 번째 값과 같은지 확인하였다. 그리고 확인한

사실을 기반으로 모든 에서 conjecture가 성립함을 보였다.

- 381 -



Ⅰ. 서론 (또는 연구의 필요성 및 목적)

임의의 자연수 을 자연수 몇 개로 적절히 분할하는 경우의 수는   로 잘 알

려져 있다. 을 홀수들의 합으로 분할하는 경우의 수는  (피보나치 수)임도 쉽게

알 수 있다. 또한 선행 연구는 을 3의 배수가 아닌 자연수들의 합으로 분할하는

경우의 수가 Tribonacci 수열 (            을 점화식으로 가지는 수열)임

을 귀납법으로 증명하였다. 어떤 자연수 의 composition을 MacMahon bit

sequence로 바꾸어 0의 개수가  또는    꼴의 두 가지 경우로 나누었다. 그리

고 Tribonacci 수열 과 의 점화식과 Tribonacci identity는 다음과 같다.

                     

                     

여기서 우리는 다음과 같은 4개의 항등식을 얻을 수 있다.

(1) 
  

⌊

 ⌋
       if≡   mod 

(2)   
  

⌊

 ⌋
       if≡  mod 

(3)              for  ≥ 

(4)          for  ≥ 

선행논문[1]에서 이러한 identities와 MacMahon sequence를 적용하여 3-regular

composition의 개수가 Tribonacci 수열 의 번째 항의 값이라는 것을 귀납적으로

증명하였다.

자연스럽게, ‘임의의 자연수 을 의 배수가 아닌 자연수의 합으로 분할하는 경우

의 수는 몇 개일까?’라는 생각을 할 수 있고 이는 논문[1]에서 다음과 같이

conjecture로 제시되어 있다.

정수 과 이  ≤   일 때,  은 의 m-regular composition의 개수라고

하자. 어떠한 에 대하여

  
  



 for  ≥ 

n 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

 0 1 1 2 4 7 13 24 44 81 149

 0 1 2 3 6 11 20 37 68 125 230
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초깃값은           for  ≤  ≤             이다.

그러면     이다.

본 논문에서는 과 의 관계식을 이용하여 conjecture를 증명한다.

Ⅱ. 이론적 배경

음이 아닌 정수 i에 대해, 을 피보나치수열이라고 하며 이 수열은      

이고 관계식      을 만족한다고 하자. 이 피보나치수열 이외에

Tribonacci 수열, Tetranacci 수열 등 m-bonacci 수열도 있다.

m-bonacci 수열에서는                 이 성립한다. m-bonacci수열

은 초깃값에 따라 수열의 항의 값이 달라진다. 일반적으로 m-bonacci수열은 1, 1, 2

로 시작하여 번째 항의 값을 정의할 수 있을 때까지 2의 거듭제곱 꼴로 나타난다.

자연수 을 양의 정수들의 합으로 나타낸 것의 집합에서 어떤 양의 정수도 짝수가

아닌 composition의 개수는 피보나치수열의 번째 항인 임을 알 수 있고 어떤 양

의 정수도 3의 배수가 아닐 때의 composition의 개수는 트리보나치수열의 종류 중

하나인 수열 의 번째 항인 임을 알 수 있다. composition의 모든 양의 정수가

으로 나누어지지 않을 때 그 composition은 m-regular라고 한다.

논문[2]에 소개된 MacMahon bit sequence는 어떤 자연수 n을 양의 정수의 합으로

나타낸 composition을 MacMahon graph로 나타낸 뒤에 0과 1로 변환하여

composition을 나타낸 bit sequence이다. 예를 들어, 13을 2+4+1+1+5로 나타낼 수

있다. 이것을 MacMahon graph로 바꾸면 ∙∙∙∙로 나타내어

진다. 이 graph를 bit sequence로 바꾸려면 –오른쪽에 점이 없으면 0으로, 있으면

1로 나타낸다.

따라서 ∙∙∙∙의 MacMahon bit sequence는 01 0001 1 1

0000이 된다. 여기에서 한 가지 알 수 있는 사실이 있는데, 의 composition을

MacMahon bit sequence는   개의 0과 1로 이루어진다는 사실을 알 수 있다.

다음은 트리보나치 수열 과 의 관계식이다.

(1)       

(2) 
  

⌊

 ⌋
       if≡   mod 
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(3)   
  

⌊

 ⌋
       if≡  mod 

(4)              for  ≥ 

(5)          for  ≥ 

이 identities는 귀납법으로 쉽게 증명된다.

논문[1]에서는 이러한 identity를 이용하여 3-regular composition의 개수가 임

을 증명하였다. 본 논문에서 4-regular에 해당하는 identity를 적용하여 증명한 후

일반적인 identity를 도출한다. 논문[1]에서 제시한 conjecture를 보이기 위해 임의의

자연수 에 대한 m-regular composition의 개수가 m-bonacci 수열 의 번째 항

임을 증명할 것이다.

또한 m-regular composition이 되려면 composition을 MacMahon sequence로 바꾸

었을 때 0의 길이≢  mod 이 되어야 한다.

Ⅲ. 연구방법

논문[1]에서 3-regular composition을 증명할 때 사용한 식을 4-regular에 맞게 변

형한 뒤 4-regular에서도 성립함을 증명하였다. 이후 모든 에서 식이 성립하도록

하는 규칙을 찾아 식을 일반화하였다. 그리고 모든 에서 n-regular composition의

개수가 n-bonacci 수열의 번째 항이라는 것을 일반화하였다.

정리 3.1 자연수 을 홀수인 정수들로 나누는 composition의 개수는 피보나치

수열 의 번째 항이다.

증명. 귀납법으로 증명할 때 정리 1이  일 때 성립한다고 하고 composition을

MacMahon bit sequence로 바꾸었을 때 1로 끝나는 sequence의 개수와 0으로 끝나

는 sequence의 개수를 각각 구해 더하면 이 나온다.

정리 3.2. 자연수 의 composition 중 어떤 정수도 3으로 나누어지지 않을 때의

composition의 개수는 Tribonacci 수열 의 번째 항이다.

증명. composition을 MacMahon bit sequence로 바꾸었을 때 0의 개수가  또는
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  의 꼴에서의 개수를 귀납법으로 증명하여 구한 뒤 더하면 이 나온다.

정리 3.3. 자연수 의 4-regular compositions의 개수는 Tetranacci 수열 의 

번째 항이다.

증명. 정리 2와 같은 방법으로 하였을 때 0의 개수가      일 때의 개수

를 다 더하면 이다.

4-regular에서는 Tetranacci numbers를 이용한다.

다음은 4-regular 증명에 이용될 두 종류의 Tetranacci numbers이다.

                            

                            

앞에서 Tribonacci identity를 Tetranacci에 맞게 적용하여 Tetranacci identity를 얻

었다.

(1)           

(2)                      for  ≥ 

(3)          for  ≥ 

(4) 
  

⌊

 ⌋
       if ≡   mod 

(5)   
  

⌊

 ⌋
       if≡  mod 

보조정리 3.4. Tribonacci sequence인 과 에 대하여

          

증명.

  일 때,          이므로       이다.

    일 때,               

    일 때,               

    일 때,               

n 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

 0 1 1 2 4 8 15 29 56 108 208

 0 1 2 4 7 14 27 52 100 193 372
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    일 때,               

이 각각    ,    ,    ,   일 때의 과 의 관계식을 모두 더하면

              

                                                

이므로

          이다.

보조정리 3.5.                      for  ≥ 

증명.               

              

              

,

∴                    

보조정리 3.6          for  ≥ 

증명.

                          

                

 

보조정리 3.7. 
  

⌊

 ⌋
       if≡   mod 

증명.

①   일 때


  

⌊

⌋
        

②     일 때


  

⌊

  ⌋
             ⋯     임이 성립한다고 하자.

③          일 때


  

⌊

  ⌋
             ⋯         

           

   

임으로써 증명이 완료되었다.

보조정리 3.8   
  

⌊

 ⌋
       if≡  mod 

증명. 귀납법으로 보조정리 1.4.와 같은 방식으로 증명이 된다.

- 386 -



정리 3.3. 이 자연수라고 할 때, 은 의 4-regular composition의 개수라

고 하면   이다.

증명. 귀납법을 이용하여 증명하도록 하자. 이 정리는  ≤  ≤ 에서 성립한다. 논문

[1]에서와 같이 우리는 이 정리를 composition의 MacMahon bit sequence를 이용하

여 증명할 것이다. 우선   의 composition은 -bit sequence에 대응함을 알아두

자. 그리고 composition의 어느 양의 정수도 4로 나누어지지 않는다는 것은 bit

sequence의 어느 0들의 개수도 4로 나누었을 때 나머지가 3이 아니라는 의미이다.

이렇게 조건을 만족하는 bit sequence를 good bit sequence라고 하자. 여기서 good

-bit sequenced의 개수가   을 보이도록 하자.

귀납법에 따라  의 길이인 good bit sequence의 개수가 이라고 하자. 이

   good bit sequence에 가장 오른쪽에 1을 추가하면 -good bit sequence가 생

성되고 개수는 마찬가지로 이 될 것이다. 반대로 1로 끝나는 -good bit

sequence에서 끝의 1을 빼면  -good bit sequence가 생성될 것이다. 이처럼 1로

끝나는 -good bit sequence와   -good bit sequence 사이에 일대일대응이 성립

하므로 길이 의 1로 끝나는 good bit sequence의 개수는 이다.

그다음, 0으로 끝나는 -good bit sequence의 개수를 생각해야 한다. 0의 길이≢3

(mod 4)임을 충족해야 하므로 0의 길이가      인 경우로 나누어서 증명

하도록 하겠다. 증명과정에서 Tetranacci identity가 이용된다.

0의 길이가 +1이면 bit sequence의 개수는     이 될 것이다. ≢1 (mod 4)

일 때 identity (2)를 이용하고 위치에  를 대입하면 이 sequence의 개수는


  

⌊

  ⌋
       .

≡1 (mod 4)일 때 identity (3)에  을 대입해보자. 그러면 이 sequence의 개수

는

  
  

⌊

  ⌋
       .

이렇게 0의 길이가   인 -good bit sequence의 개수는 이다.

다음으로, 0의 길이가   일 경우를 살펴보자. 이때의 bit sequence의 개수는

    이므로 ≢2 (mod 4)일 때 identity (2)에   를 대입하자. 그러면

sequence의 개수는


  

⌊

  ⌋
         .

≡2 (mod 4)일 때 identity (3)에  를 대입하여 sequence의 개수를 구하면
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  
  

⌊

  ⌋
         .

따라서 0의 길이가   인 -good bit sequence의 개수는   이다.

마지막으로 0의 길이가 일 때를 생각해보자. 이때 bit sequence의 개수는   

이다. ≢0 (mod 4)일 때 identity (2)에 따라서 sequence의 개수는


  

⌊

 ⌋
         .

≡0 (mod 4)일 때 identity (3)에 따르면 sequence의 개수는

  
  

⌊

 ⌋
         .

따라서 0의 길이가 일 때 -good bit sequence의 개수는     이다.

결론적으로 -good bit sequence의 개수는

                이다.

Ⅳ. 연구결과

논문[1]에는 다음과 같은 일반화가 제시되어 있었다.

conjecture 4.1   
  



  for  ≥ 

          for  ≤  ≤             
    

 은 m-regular composition의 개수이다. 이때 m-bonacci 수열에서 m-regular

composition의 개수가  을 의미하는 임을 증명하면 된다.

앞서 보인 자연수 n에 대하여 3-regular compositions와 4-regular compositions의

개수가 각각 Tribonacci, Tetranacci 수열인 이라는 점을 생각하여 자연수 n에 대

하여 m-regular compositions의 개수를 구할 수 있었다.

n의 m-regular composition의 개수를 구하자.

정의 4.2

수열 U를 다음과 같이 정의하자.

        ≦  ≦   ）
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  
  



   ≧ 

정의 4.3

수열 T를 다음과 같이 정의하자.

           ≦  ≦   

  
  



   ≧ 

보조정리 4.4

        

pf) 에 대한 수학적 귀납법으로 증명하자.

i)  ≦  ≦   일 때

a.   

          

b.  ≦  ≦   

                  

c.     

                    

   １                              

ii)  ≦   일 때 성립 가정,   일 때 보이자.

        
    

  

     ∵귀납 가정 

 
    

  

    ∵ 점화식 

보조정리 4.5

          

pf)       

                ∵             

             

    ∵보조정리

보조정리 4.6


  

⌊


⌋

       ≢ mod 

a.  ≦  ≦   


  

⌊


⌋

    
  



            

- 389 -



b.  ≦   일 때 성립 가정,   일 때 성립 보이자


  

⌊


⌋

      
  

⌊

  
⌋

  

            ∵보조정리

보조정리 4.7

  
  

⌊


⌋

        ≡ mod 

pf)

a.   

  
  

⌊


⌋

          

b.  ≦   일 때 성립 가정.   일 때 보이자.

  
  

⌊


⌋

        
  

⌊

  
⌋

  

       

    ∵보조정리

정리 4.8

자연수 n의 m-regular composition의 개수는 개다.

pf)

a.  ≦  ≦   

n의 분할의 각 원소들은 m-1 이하이므로, (조건 없는) n의 분할의 경우의 수와 같

다.      for  ≦  ≦   이므로 성립.

b.  ≦ 일 때 성립 가정,     일 때 보이자.

k+1의 분할의 마지막 원소가 mod m으로 i(≢0,1)일 때

i) n≢i-1 (mod m)

(경우의 수) = 
  

⌊

   
⌋

          

ii) n≡ i-1 (mod m)

(경우의 수) =   
  

⌊

   
⌋

          

따라서, 분할의 마지막 원소가 i(≢0 (mod m))일 때 경우의 수는

   이다.

(k+1의 m-regular composition의 개수) = 
  

  

               
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따라서, 수학적 귀납법에 의해 n의 m-regular composition의 개수는 개임을 알

수 있다.

Ⅴ. 결론 및 제언

본 연구에서, 임의의 자연수 m에 대해, 어떤 자연수 n의 m-regular composition의

경우의 수가 m-bonacci 수열로 나타나는 것을 밝혔다.

위 문제를 해결하여, 자연수의 분할에 관련된 여러 가지 문제에 응용할 수 있다.

본 연구를 확장하여, 분할의 원소들에 다른 조건에 의한 문제들이 있을 수 있다. 예

를 들어, ‘임의의 자연수 n을 m의 거듭제곱이 아닌 수들로 분할하는 경우의 수는

몇 개인가’ 같은 문제가 가능하다.
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